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Введение

Хотя со времени открытия общей теории относительности и квантовой теории про-
шло чуть меньше ста лет, на основе этих фундаментальных концепций до сих пор не
удается построить единую теорию всех наблюдаемых взаимодействий. Хорошо из-
вестно, что теорию гравитации нельзя проквантовать в рамках действия Гильберта-
Эйнштейна имеющимися на сегодняшний день средствами. Симметрии теории ока-
зывается недостаточно, чтобы она была конечной. В результате, ее матрица рассея-
ния оказывается неперенормируемой уже во второй петле (в отсутствие материи).

С открытием суперсимметрии появилась возможность построения совместного
взаимодействия гравитации с калибровочными фермионами (супергравитация [1]).
Оказалось, что при квантовании суперсимметричных теорий, ультрафиолетовые рас-
ходимости появляются, как правило, в более старших порядках теории возмущений,
чем в отсутствие суперсимметрии. Таким образом, наличие большого числа симмет-
рий теории может улучшать ее квантовое поведение. Тем не менее, теории супергра-
витаций также неперенормируемы и, по-видимому, не являются конечными.

Одним из замечательных подходов к проблеме построения квантовой гравитации
является теория (супер)струн [2], которую можно интерпретировать как теорию вза-
имодействующих массивных полей всех спинов и безмассовых полей спина s = 1 (фо-
тон) и s = 2 (гравитон). В основе ее лежит огромная симметрия, включающая поми-
мо диффеоморфизмов пространства-времени еще и бесконечномерную конформную
симметрию на мировом листе. Ожидается, что теория (супер)струн, как квантовая
теория, конечна во всех порядках. Несмотря на впечатляющие достижения струнной
теории, в ней по–прежнему остается много нерешенных проблем. Таковой является
зависимость теории струн от фоновой метрики: наиболее развита теория суперструн
в плоском пространстве-времени, но отсутствует в произвольной геометрии.1 Другая
проблема состоит в нахождении правильного вакуума теории, описывающего наблю-

1В связи с гипотезой AdS/CFT соответствия и интегрируемости отметим прогресс в теории струн
на AdS5 × S5, а также возрастающий интерес к независящим от фоновой метрики топологическим
струнам.
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даемое d = 4 пространство-время. Отсутствие процедуры, которая бы фиксировала
единственный вакуум, привело к спорной концепции ландшафтов в теории струн. В
связи с этим представляется важным изучение альтернативных подходов к проблеме.

Одним из таких направлений является калибровочная теория высших спинов,
обобщающая супергравитацию. В отличие от супергравитаций, спектр ее состояний
включает бесконечный набор безмассовых полей произвольного спина. Предполага-
ется, что наблюдаемые массивные состояния будут возникать в результате спонтан-
ного нарушения калибровочной симметрии. Свободная теория для бозонных полей в
d = 4 пространстве Минковского была сформулирована в работе [3]. По мере разви-
тия теории стало ясно, что взаимодействие таких полей с гравитацией в плоском про-
странстве несовместно с калибровочной симметрией [4, 5]. Выход для теорий высших
спинов был найден в работах [6, 7], где было показано, что в d = 4 взаимодействие
высших спинов друг с другом существует, по крайней мере, в первом нетривиальном
порядке (кубичная вершина), но не на плоском фоне, а на пространстве с ненулевой
космологической постоянной Λ = −λ2 – пространстве анти де–Ситтера AdS4. Космо-
логическая постоянная входит во взаимодействие неаналитично, не допуская, таким
образом, плоского предела λ→ 0 без нарушения калибровочных симметрий.

Актуальность изучения калибровочных теорий высших спинов возросла после
открытия дуальности между теорией струн в пространствах AdS и теорией Янга-
Миллса на их границе [8]. Нетривиальные тесты гипотезы Малдасены проведены в
области больших значений постоянной т’Хоофта λ = g2

YMN →∞, где gYM и N есть
константа связи и число цветов в граничной теории Янга-Миллса. Данный режим
соответствует сильной связи в теории Янга-Миллса и квазиклассическому описанию
теории суперструн в супергравитационном пределе. Есть основания считать, что в
пределе малой постоянной т’Хоофта теория струн с нулевым натяжением является
некоторой нелинейной калибровочной теорией высших спинов дуальной свободной
конформной теории на границе [9]. В настоящее время это направление активно
исследуется [10, 11].

Дальнейшее развитие теории высших спинов привело к построению полных клас-
сических нелинейных уравнений для взаимодействия безмассовых полей произволь-
ного спина в d = 4 [12, 13]. Обобщение на случай произвольного d было получено
относительно недавно в работе [14], где были найдены нелинейные уравнения для
симметричных бозонных полей. Помимо симметрий AdS пространства такая тео-
рия имеет бесконечную калибровочную симметрию – симметрию высших спинов –
и, таким образом, описывает бесконечный набор безмассовых полей всех спинов. К
сожалению, теория высших спинов в таком виде сформулирована только на уровне
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уравнений движения в пространстве анти-де Ситтера, но до сих пор неизвестно ее
полное нелинейное действие.

Заметим, что в отличие от теории (супер)струн, в спектре теории высших спи-
нов нет массивных состояний. Это означает, что симметрии калибровочных теорий
высших спинов богаче чем симметрии струнных теорий. Можно предположить, что
струнные теории могут оказаться спонтанно нарушенными фазами некоторых калиб-
ровочных теорий высших спинов. К сожалению, проверка этой гипотезы еще очень
далека от завершения из-за как концептуальных, так и технических сложностей. Во-
первых, струнные теории не имеют конформных аномалий только в d = 26 (бозонная
струна) или d = 10 (суперструна). Поэтому, являясь существенно многомерными,
они содержат в своем спектре, например, поля смешанного типа симметрии (поле,
спин которого характеризуется несколькими квантовыми числами). В тоже время,
теория высших спинов в d измерениях известна на настоящий момент только для
симметричных бозонных полей. Во-вторых, технически обе теории сформулирова-
ны совершенно по–разному. Поля в теории струн возникают в рамках стандартного
полевого подхода как первично квантованные возбуждения колебаний струны. Ка-
либровочная теория высших спинов сформулирована в терминах, так называемого,
развернутого формализма, в котором нелинейные уравнения поля представляют со-
бой уравнения первого порядка на дифференциальные формы, а вся нелокальность,
связанная со взаимодействием, закодирована бесконечным набором вспомогатель-
ных полей, которые выражаются через производные от физических полей на урав-
нениях движения. Достоинством такого подхода является то, что теория записана
в координатно-независимой форме2. Из недостатков на сегодняшний день стоит от-
метить отсутствие физического принципа, который бы диктовал вид нелинейных
уравнений.

Дальнейшее развитие калибровочной теории высших спинов связано с построени-
ем точных решений. Анализ таких решений и методы их поиска может пролить свет
на физическую интерпретацию уравнений и позволяет лучше понять их структуру.
Кроме того, такое исследование необходимо для выявления механизма спонтанного
нарушения симметрии высших спинов.

Альтернативой развития теории калибровочных полей является обобщение на
симплектические пространства. Действительно, с открытием Sp(2M) инвариантных
обобщенных пространств [15], теория высших спинов получила возможность разви-
ваться в совершенно ином (симплектическом) направлении. В работах [15, 16] было

2Напомним, что пертурбативный анализ в плоском пространстве–времени приводит к патологи-
ям.
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показано, что бесконечные мультиплеты безмассовых полей высших спинов в четы-
рехмерном плоском пространстве Минковского можно описать в терминах десяти-
мерного пространства-времени M4 с действительными симметричными биспинор-
ными матричными координатами Xαβ = Xβα, (α, β = 1 . . . 4). Скалярное поле c(X)

в M4 описывает все безмассовые поля целого спина в четырехмерном пространстве
Минковского с помощью полевых уравнений, найденных в [15]. Аналогично, полуце-
лые спины описываются спинорным полем cα(X). Тот факт, что безмассовые поля
всех спинов можно изучать в M4, был указан Фронсдалом в пионерской работе [17],
где было также подчеркнуто, что бесконечные наборы этих безмассовых полей обра-
зуют представления расширения 4d конформной группы SU(2, 2) до Sp(8|R). Позже
было показано [23], что модели мировой линии частицы, основанные на sp(8|R), по-
рождают безмассовые возбуждения всех спинов. Явная реализация sp(8) симметрии
локальными преобразованиями и обобщение предложенных sp(8) инвариантных ди-
намических уравнений на MM с произвольным четным M были даны в [15].

Аналогом пространства анти-де Ситтера в симплектических геометриях является
групповое многообразие Sp(M). Изучение вакуума и динамики свободных калибро-
вочных полей в этом пространстве является важной задачей в контексте развития
общей теории, основанной на симплектических геометриях. Это является одной из
целей диссертации.

Поскольку теория высших спинов является обобщением теории Эйнштейна, есте-
ственным и физически очень интересным представляется поиск аналогов черных дыр
гравитации в теории высших спинов. Изучению малой части этой проблемы посвя-
щена настоящая диссертация. Исследование чернодырных решений является также
важным в связи с их удивительными квантовыми свойствами. Как известно из ра-
бот Бекенштейна и Хокинга [18, 19], термодинамические характеристики черных дыр
включают в себя зависимость, как от постоянной Планка, так и от константы Ньюто-
на, что является одним из немногих физических примеров, где проявляются свойства
квантовой гравитации. На сегодняшний день известные квантовые свойства черных
дыр порождают больше вопросов чем ответов в виду отсутствия последовательной
квантовой теории гравитации. Примерами таких проблем являются парадокс потери
информации черной дырой, связанный с, так называемой, теоремой об отсутствии
“волос”, и проблема микроскопического вывода энтропии Бекенштейна–Хокинга. Ис-
следованию данных вопросов посвящено много работ по теории струн. Из наиболее
существенных стоит отметить работу [20], в которой предлагается “микроскопиче-
ский” вывод энтропии Бекенштейна–Хокинга путем подсчета плотности некоторых
струнных состояний для экстремальной черной дыры в d = 5, а также работу [21],
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где выдвигается гипотеза Kerr/CFT соответствия, которая отождествляет генерато-
ры асимптотических симметрий геометрии горизонта d = 4 экстремального решения
Керра с генераторами симметрий некоторой двумерной конформной теории поля с
ненулевым центральным зарядом. Использование формулы Карди [22] приводит к
буквальному совпадению энтропии этой теории с энтропией Бекенштейна–Хокинга.

Изучение черных дыр в теории высших спинов позволяет взглянуть под другим
углом на вышеперечисленные проблемы. В данной диссертации изучаются только
классические свойства черных дыр методами теории высших спинов в d = 3 и d = 4

измерениях. Но даже на этом уровне развернутый формализм позволяет обнаружить
некоторые новые ранее неизвестные свойства черных дыр общей теории относитель-
ности, а также найти их обобщения в теории высших спинов. Основная мотивация
рассмотрения черных дыр в d = 3 заключается в том, что, несмотря на простоту слу-
чая трех измерений, изучение БТЗ (Банадос, Тайтельбойм, Занелли) решения [42]
в калибровочной теории высших спинов может быть полезным для изучения менее
тривиальных решений типа Керра-Шварцшильда, как минимум, в двух отношени-
ях. Во-первых, разрабатывается техника звездочной алгебры для описания физики
черных дыр. Это и является одной из целей данной диссертации. Во-вторых, можно
ожидать, что, также как четырехмерное пространство Минковского является неко-
торым срезом плоского десятимерного пространства с матричными координатами
[17, 23, 15] XAB = XBA (A,B — четырехмерные майорановские спинорные индексы),
обычное решение Керра для черной дыры в четырех измерениях можно интерпре-
тировать как срез БТЗ-подобного решения, связанного с групповым многообразием
Sp(4), представляющим собой аналог AdS -геометрии согласно [24, 15, 100, 25]. Если
это действительно так, то изучение решений нулевой кривизны типа БТЗ поможет
взглянуть на физику обычных черных дыр с более общей точки зрения многомерных
обобщенных пространств с матричными координатами.

Бо́льшая часть диссертации посвящена физически более интересной ситуации,
а именно, d = 4 черным дырам. Мотивация изучения четырехмерных черных дыр
состоит в том, что даже для этого физически важного случая до сих пор нет инва-
риантного описания геометрии черной дыры, не аппелирующего к тем или иным ко-
ординатам. Методы теории высших спинов дают прекрасную возможность получить
такое описание. В данной диссертации показано, что четырехмерную черную дыру
можно легко описать в терминах одного параметра симметрии AdS4 (или плоского)
пространства-времени без использования координат. Такая формулировка позволя-
ет лучше понять интегрируемые структуры черной дыры, связанные со скрытыми
симметриями, а также найти чернодырное решение в нелинейной теории высших
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спинов.
Уникальность классических черных дыр состоит в том, что будучи точными реше-

ниями уравнений Эйнштейна, они удовлетворяют одновременно их линеаризованной
части, то есть уравнениям свободного поля спина s = 2 (уравнения Паули–Фирца).
Этот факт позволяет рассматривать эти решения в теории высших спинов и пы-
таться искать пертурбативные поправки к нему, связанные со вкладом во взаимо-
действие всех безмассовых полей. В предлагаемой диссертации это удалось сделать
во всех порядках для статической черной дыры в бозонной теории. Таким образом,
предлагается точное решение нелинейных уравнений высших спинов, обобщающее
статическое решение Шварцшильда в AdS4.

Резюмируя, основные цели предлагаемой диссертации состоят в следующем.

• Изучить вакуум и динамику свободных безмассовых полей в обобщенном (су-
пер)пространстве анти-де Ситтера OSp(L,M). Такая формулировка дает необ-
ходимое для дальнейшего описание БТЗ черной дыры при M = 2.

• Применить развитый формализм к БТЗ черной дыре, что приводит к решению
задачи о распространении безмассовых флуктуаций на ее фоне, а также обна-
руживает условие квантования на массу и угловой момент черной дыры, при
выполнении которого метрика имеет дополнительные симметрии связанные со
старшими производными.

• В рамках развернутой формулировки найти бескоординатное описание черных
дыр Эйнштейна–Максвелла в AdS4, характеризующиеся массой, НУТ зарядом,
электрическим и магнитным зарядами и угловым моментом. Данная формули-
ровка позволяет представить метрику в инвариантном виде gµν = f(ηAdSµν , ε0,Mi),
где ηAdSµν – метрика AdS4 в произвольных координатах, ε0 – параметр глобальной
симметрии AdS4 (вектор Киллинга), инварианты которого (казимиры) класси-
фицируют кинематические характеристики черной дыры, а Mi – набор “дина-
мических” параметров – масса, НУТ заряд, электрический и магнитные заряды.

• Построить аналог чернодырного решения в нелинейной теории высших спинов.
Данная задача решена точно для бозонного сектора и обобщает статическую
черную дыру Шварцшильда в AdS4. Решение этой проблемы существенно опи-
рается на бескоординатную формулировку черных дыр общей теории относи-
тельности.

Диссертация состоит из введения, четырех глав, заключения и четырех прило-
жений. В первой главе диссертации найден общий вид вакуумных калибровочных
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полей в обобщенном AdS суперпространстве, ассоциированном с группой OSp(L,M).
Это позволяет описать динамику свободных безмассовых полей в обобщенном AdS

пространстве-времени и найти законы их (обобщенных) конформных преобразова-
ний и преобразований высших спинов. Найдено в явном виде общее решение полевых
уравнений. Результаты получены с помощью звездочной реализации ортосимплек-
тических супералгебр.

Во второй главе исследуется d = 3 БТЗ черная дыра как точное вакуумное ре-
шение d = 3 теории высших спинов. В трех измерениях классические черные дыры
являются топологическими и существуют только в AdS3 пространстве (БТЗ черная
дыра). Поскольку локально БТЗ изоморфна AdS3, то факт, что метрика БТЗ явля-
ется точным вакуумом теории высших спинов, тривиален. Тем не менее, это наблю-
дение позволяет использовать мощные методы теории высших спинов для анализа
этого решения. В частности, развернутая формулировка эффективно решает зада-
чу о безмассовых флуктуациях на фоне черной дыры. Кроме этого, найдены новые
симметрии этого решения, существующие для некоторых значений массы и углового
момента.

В третьей главе изучаются свойства классических четырехмерных черных дыр
в AdS4 пространстве–времени. Используя методы теории высших спинов, построе-
на развернутая система уравнений, отвечающая общей d = 4 черной дыре (метрика
Картера-Плебанского), которая характеризуется массой M, НУТ–зарядом N, элек-
трическим и магнитным зарядами e и g, а также кинематическими параметрами –
угловым моментом a и дискретным параметром ε = 0,±1. Показано, что получен-
ная развернутая система связана некоторым интегрирующим потоком с условием
ковариантного постоянства параметра глобальной симметрии AdS4. Тем самым, чер-
ная дыра порождается вектором Киллинга пространства AdS4. Тип черной дыры –
вращающаяся или статическая – характеризуется значениями AdS4 инвариантов в
координатно–независимом виде. Данное построение не только полезно для теории
классических черных дыр, поскольку позволяет проводить вычисления связанные с
метрикой в любых координатах, но и является необходимым для пертурбативного
анализа чернодырных решений в нелинейной теории высших спинов.

В четвертой главе, опираясь на результаты предыдущей главы, получено точное
решение d = 4 бозонных уравнений высших спинов, которое в низших порядках по
взаимодействию в секторе спина s = 2 описывает AdS4 статическую черную дыру.
На полном нелинейном уровне данное решение представляет собой первый пример
чернодырного решения в 4d теории высших спинов. В приложениях собраны техни-
ческие детали вычислений и необходимые обозначения.
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Глава 1

Динамика свободных полей в
обобщенном AdS пространстве

В этой главе рассматриваются вакуумные (супер)поля обобщенного AdS (супер)
пространства и описывается распространение свободных полей на его фоне. Свой-
ства Sp(2M) инвариантного пространства-времени MM были изучены в [16]. Бы-
ло показано, что классические решения полевых уравнений определяют причинную
структуру и допускают последовательное квантование в положительно определен-
ном гильбертовом пространстве. Обычное d-мерное пространство Минковского появ-
ляется как некоторое подпространство обобщенного пространства-времени. Анализ в
[15, 16] был выполнен для плоского пространства-времени, хотя сам формализм рабо-
тает в произвольном (обобщенно) конформно-плоском фоне. В частности, интересно
расширить этот анализ на обобщенное пространство анти-де Ситтера, являющим-
ся, как было указано в [15], групповым многообразием Sp(M) (M четно), имеющем
Sp(M) × Sp(M) ⊂ Sp(2M) в качестве группы изометрии, реализованной действием
левыми и правыми сдвигами группы на себе. Поскольку анализ Sp(2M) инвариант-
ных систем высших спинов наиболее естественно проведен в терминах звездочных
алгебр, для его расширения на обобщенное AdS пространство-время, необходимо по-
строить звездочную реализацию левоинвариантных форм Картана (то есть плоских
связностей) на Sp(M). Это основная цель данной главы. Полученные результаты
позволяют получить явные формулы для симметрий и решений безмассовых поле-
вых уравнений в обобщенном AdS пространстве-времени. Аналогичная конструкция
также предложена для суперсимметричного случая OSp(L,M).

Заметим, что поскольку используемый формализм звездочной алгебры приводит
к компактным выражениям для OSp(L,M) суперформ Картана, помимо проблемы
высших спинов, полученные в данной главе результаты имеют различные прило-
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жения к другим проблемам, где возникают левоинвариантные OSp(L,M) формы.
Например, в [24] было показано как OSp(1,M) формы Картана могут быть исполь-
зованы для построения твисторо-подобных действий для суперчастиц и обсуждены
возможные приложения к супербранам, а в [26] была предложена игрушечная модель
M -теории основанная на osp(1, 64).

1.0.1 Обобщенная конформная симметрия

Генераторы Lmn, Pm, Km, D конформной алгебры o(d, 2) удовлетворяют следующим
коммутационным соотношениям

[Lab, Lcd] = ηacLbd − ηbcLad + ηadLcb − ηbdLca ,

[Lab, Pc] = ηacPb − ηbcPa , [Lab, Kc] = ηacKb − ηbcKa ,

[Lab, D] = [Pa, Pb] = [Ka, Kb] = 0 ,

[Pa, Kb] = 2(ηabD + Lab) , [Pa, D] = Pa , [Ka, D] = −Ka , (1.0.1)

a, b = 0, . . . d− 1, ηab = diag(1,−1 . . .− 1). Конформная алгебра может быть реализо-
вана векторными полями

Lab = ηacx
c ∂

∂xb
− ηbcx

c ∂

∂xa
,

Pa =
∂

∂xa
, D = xa

∂

∂xa
,

Ka = 2ηacx
cxb

∂

∂xb
− ηbcx

bxc
∂

∂xa
. (1.0.2)

Lab и Pa определяют подалгебру Пуанкаре. Ka и D-генераторы специальных кон-
формных преобразований и дилатации, соответственно. Чтобы вложить AdSd алгеб-
ру o(d − 1, 2) в d-мерную конформную алгебру o(d, 2), нужно отождествить AdSd

трансляции с суперпозицией трансляций и специальных конформных преобразова-
ний конформной алгебры

P a
AdSd

= P a − λ2Ka . (1.0.3)

Генераторы P a
AdSd

и Lab образуют AdSd подалгебру o(d−1, 2) ⊂ o(d, 2). Таким вложе-
нием нарушается явная o(1, 1) дилатационная ковариантность, поскольку смешива-
ются операторы P a и Ka, имеющие различную размерность. λ-размерный параметр
контракции Вигнера-Инону, который мы отождествляем с обратным радиусом AdSd.

Алгебра sp(2M) допускает аналогичное описание в терминах генераторов Lαβ, Pαβ, Kαβ

и D, где индексы пробегают от 1 до M и Lα
β бесследова. Коммутационные соотно-
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шения имеют вид
[Kαβ, Kγδ] = 0 , [Pαβ, Pγδ] = 0 , (1.0.4)

[D,Pαβ] = −Pαβ , [D,Kαβ] = Kαβ , [D,Lα
β] = 0 , (1.0.5)

[Lα
β, Pγδ] = −δγβPαδ − δδ

βPαγ +
2

M
δα

βPγδ , (1.0.6)

[Lα
β, Kγδ] = δα

γKβδ + δα
δKβγ − 2

M
δα

βKγδ , (1.0.7)

[Pαβ, K
γδ] = Lα

δδβ
γ + Lβ

δδα
γ + Lα

γδβ
δ + Lβ

γδα
δ +

4

M
D(δα

δδβ
γ + δβ

δδα
γ) , (1.0.8)

[Lα
β, Lγ

δ] = δα
δLγ

β − δγ
βLα

δ . (1.0.9)

Заметим, что обобщенная лоренцева подалгебра, задаваемая генераторами Lαβ, есть
slM . В полной аналогии с обычной конформной алгеброй, обобщенные трансляции,
генерируемые Pαβ, образуют абелеву подалгебру sp(2M). Обобщенные специальные
конформные преобразования являются дуальной абелевой подалгеброй.

Коммутационные соотношения (1.0.4)-(1.0.9) можно реализовать векторными по-
лями

Pαβ =
∂

∂Xαβ
, Kαβ = 4XαγXβη ∂

∂Xγη
, (1.0.10)

Lα
β = 2Xβγ ∂

∂Xαγ
− 2

M
δα

βXβγ ∂

∂Xβγ
, D = Xβγ ∂

∂Xβγ
, (1.0.11)

где Xαβ = Xβα координаты на MM .
Простейший способ убедиться в том, что коммутационные соотношения (1.0.4)-

(1.0.9) действительно задают sp(2M) является использование их осцилляторной ре-
ализации [27]. Пусть âα и b̂α- осцилляторы со следующими коммутационными соот-
ношениями

[âα, b̂
β] = δα

β , [âα, âβ] = 0 , [b̂α, b̂β] = 0 . (1.0.12)

Генераторами sp(2M) являются их все билинейные комбинации

T̂α
β =

1

2
{âα, b̂β} , P̂αβ = âαâβ , K̂αβ = b̂αb̂β . (1.0.13)

Вместо операторов, удобнее использовать звездочную операцию в алгебре поли-
номов от коммутирующих переменных aα и bα вида

(f ?g)(a, b) =
1

π2M

∫
f(a+u, b+t)g(a+s, b+v)e2(sαtα−uαvα) dMu dM t dMs dMv . (1.0.14)

Определенная таким образом операция, часто называемая произведением Мойла,
описывает произведение симметризованных (то есть упорядоченных по Вейлю) по-
линомов от осцилляторов в терминах символов операторов. Интеграл нормирован
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следующим образом1

1

π2M

∫
e2(sαtα−uαvα) dMu dM t dMs dMv = 1 , (1.0.15)

так, что 1 является единицей алгебры. Формула (1.0.14) определяет ассоциативную
алгебру с соотношениями

[aα, b
β]? = δα

β , [aα, aβ]? = 0 , [bα, bβ]? = 0 (1.0.16)

([a, b]? = a ? b− b ? a). Генераторы sp(2M) в звездочной реализации имеют вид

Tα
β = aαb

β , Pαβ = aαaβ , Kαβ = bαbβ , (1.0.17)

где gl(M) генераторы Tα
β раскладываются в сумму “лоренцевых” генераторов sl(M)

и “дилатации” o(1, 1)

Lα
β = aαb

β − 1

M
δα

βaγb
γ , D =

1

2
aαb

α . (1.0.18)

Билинейные комбинации осцилляторов удовлетворяют коммутационным соотноше-
ниям (1.0.4)-(1.0.9).

Вложение обобщенной AdS подалгебры в конформную алгебру sp(2M) дости-
гается отождествлением (обобщенных) AdS трансляций с суперпозицией трансля-
ций и специальных конформных преобразований PAdS

αβ = Pαβ + λ2ηαβγδK
γδ с неко-

торой билинейной формой ηαβγδ. Заметим, что сохраняя прежнее число генераторов
трансляций, мы сохраняем размерность обобщенного пространства-времени. В [15]
было показано, что ηαβγδ должна иметь факторизованный вид: ηαβγδ = VαγVβδ, где
Vαβ-некоторая невырожденная антисимметричная форма (таким образом требуется,
чтобы M было четным). Далее форма Vαβ будет использована нами для поднятия и
опускания индексов, согласно правилу

Aα = VβαA
β , Aα = V αβAβ , VαβV

αγ = δβ
γ . (1.0.19)

Таким образом, обобщенные AdS трансляции имеют вид

PAdS
αβ = Pαβ + λ2VαγVβδK

γδ = Pαβ + λ2Kαβ . (1.0.20)

Коммутационные соотношения для PAdS
αβ

[PAdS
αβ , PAdS

γδ ] = 2λ2(VβγL
AdS
αδ + VβδL

AdS
αγ + VαγL

AdS
βδ + VαδL

AdS
βγ ) , (1.0.21)

1Отсутствие мнимой единицы в экспоненте формулы (1.0.14) компенсируется подходящим вы-
бором контура интегрирования в комплексной плоскости.
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где LAdSαβ = LAdSβα -генераторы sp(M) подалгебры glM , сохраняющей симплектическую
форму Vαβ. Полная обобщенная AdS подалгебра есть sp(M) ⊕ sp(M) ⊂ sp(2M). Ее
лоренцева подалгебра spl(M) отождествляется с диагональной sp(M), а трансляции
с фактором sp(M)⊕sp(M)/spl(M). Заметим, что обобщенная dS алгебра, полученная
из (1.0.20) заменой знака λ2 → −λ2, есть Sp(M,C)R. Отметим также, что при M = 2

обобщенное пространство анти-де Ситтера тождественно обычному AdS3 ∼ Sp(2)×
Sp(2).

1.0.2 Пространство Фока и Sp(2M) ковариантные уравнения

sp(2M) инвариантные уравнения всех безмассовых полей в трех и четырех изме-
рениях естественным образом описаны в [28, 15] в терминах фоковских расслоений
над MM . Другими словами, рассмотрим функции на MM , принимающие значения
в модуле Фока F

|Φ(b|X)〉 = C(b|X) ? |0〉〈0| , (1.0.22)

где C(b|X)-некоторая “производящая функция”

C(b|X) =
∞∑
m=0

1

m!
cβ1...βm(X)bβ1 ...bβm (1.0.23)

и |0〉〈0|-фоковский вакуум, определенный соотношениями

aα ? |0〉〈0| = 0 , |0〉〈0| ? bα = 0 . (1.0.24)

|0〉〈0| может быть реализован как элемент звездочной алгебры

|0〉〈0| = e−2aαbα . (1.0.25)

Заметим, что фоковский вакуум является постоянным в пространстве-времени опе-
ратором проектирования

d|0〉〈0| = 0 , |0〉〈0| ? |0〉〈0| = |0〉〈0| , (1.0.26)

где d – дифференциал де Рама

d = dXαβ ∂

∂Xαβ
, d2 = 0. (1.0.27)

Как показано в [15], соответствующее Sp(2M)-ковариантное уравнение в плоском
пространстве может быть записано в виде

d|Φ(b|X)〉 − w0 ? |Φ(b|X)〉 = 0 , (1.0.28)
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где
w0 =

1

2
dXαβaαaβ . (1.0.29)

То, что уравнение (1.0.28) действительно описывает все конформные полевые урав-
нения в d = 3 и d = 4, было показано в [28] и [15] для случаев M = 2 и M = 4, со-
ответственно. В данной главе мы рассмотрим общий случай произвольного четного
M . Стоит упомянуть, что случаи M = 8 и M = 16, как указано в [16], соответствуют
конформным системам в d = 6 и d = 10, соответственно.

Реализация с помощью фоковских расслоений делает явным как конформную
симметрию системы, так и бесконечномерную симметрию высших спинов. Действи-
тельно, пусть w0 – некоторая 1-форма, принимающая значения в алгебре высших спи-
нов, отождествленной со звездочной алгеброй (то есть алгеброй регулярных функций
от осцилляторов действующих на модуль Фока F )

w0(X) =
∞∑

m,n=0

1

m!n!
w0 β1...βm

α1...αn(X)aα1 ...aαnb
β1 ...bβm , (1.0.30)

которая удовлетворяет условию нулевой кривизны

dw0 = w0 ? ∧w0 . (1.0.31)

Уравнения (1.0.28), (1.0.31) инвариантны относительно калибровочных преобразова-
ний

δw0 = dε− [w0, ε]? , (1.0.32)

δ|Φ(b|X)〉 = ε ? |Φ(b|X)〉 , (1.0.33)

где ε(a, b|X)-произвольный инфинитезимальный калибровочный параметр. Любое
фиксированное вакуумное решение w0 уравнения (1.0.31) нарушает симметрию выс-
ших спинов до подалгебры стабильности с инфинитезимальными параметрами ε0(a, b|X),
удовлетворяющими уравнению

dε0 − [w0, ε0]? = 0. (1.0.34)

Совместность этого уравнения гарантированна (1.0.31). В результате, (1.0.34) ло-
кально имеет чисто калибровочное решение вида

w0(X) = −g−1(X) ? dg(X) , (1.0.35)

где g(a, b|X) – некоторый обратимый элемент звездочной алгебры. Параметры гло-
бальной симметрии имеют вид

ε0(X) = g−1(X) ? ξ ? g(X) , (1.0.36)
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где произвольный независящий от X элемент звездочной алгебры ξ = ξ(a, b) опи-
сывает параметры глобальной симметрии высших спинов и действует на решениях
уравнения (1.0.28) (для любого данного w0). В частности, подалгебра sp(2M), ре-
ализованная билинейными комбинациями осцилляторов, является, таким образом,
симметрией уравнения (1.0.28).

Аналогично можно решить уравнение (1.0.28) в виде

|Φ(b|X)〉 = g−1 ? |Φ(b|X0)〉 , (1.0.37)

где |Φ(b|X0)〉 играет роль начальных условий. Эта формула означает то, что модуль
Фока |Φ(b|X0)〉 параметризует все ненулевые на полевых уравнениях комбинации
производных от динамических полей в точке X = X0. Формула (1.0.37) играет роль
ковариантного разложения Тейлора, восстанавливающего общее решение в терминах
производных в точке X = X0. Заметим, что модуль Фока не унитарен, поскольку он
разлагается в бесконечную сумму конечномерных (тензорных) представлений обоб-
щенной некомпактной алгебры Лоренца slM(R). Тем не менее, тот факт, что началь-
ные данные задачи сформулированы в терминах модуля Фока, тесно связан с тем
(см., например, [17, 23]), что совокупность унитарных безмассовых представлений,
соответствующих данной динамической системе, в d = 4 описывается унитарным
модулем Фока U , известным как синглетное представление sp(8). (Также хорошо
известно, что безмассовые унитарные представления 4d конформной алгебры допус-
кают фоковскую реализацию в терминах соответствующих осцилляторов [30].) Как
показано в [28, 15], модули U и F связаны друг с другом некоторым неунитарным
преобразованием Боголюбова.

Формулы (1.0.35), (1.0.37) играют ключевую роль в нашем анализе. Они позво-
ляют решить уравнения движения явно, при условии, что известна калибровочная
функция g(X), соответствующая выбранной связности w0. Данная программа была
проведена для связности плоского пространства в [15]. В этой главе мы найдем се-
мейство таких калибровочных функций, для которого все ненулевые компоненты w0

принимают значения в обобщенной AdS подалгебре osp(L|M) ⊕ osp(L|M) алгебры
osp(2L|2M).

1.1 Sp(M) и звездочное произведение

Как было указано в [15], обобщенное AdS пространство гомеоморфно Sp(M). Заме-
тим, что обобщенная конформная группа Sp(2M) не действует глобально на Sp(M),
аналогично тому как обычная конформная группа действует на пространстве Мин-
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ковского преобразованиями Мебиуса, которые имеют сингулярности. Обычное про-
странство время Минковского является большой клеткой компактифицированно-
го пространства Минковского. Аналогично, обобщенное пространство Минковско-
го является большой клеткой в компактифицированном обобщенном пространстве-
времени MM . Универсальным накрывающим пространством Sp(M) можно считать
некоторую деформацию обобщенного пространства Минковского, являющегося боль-
шой клеткой MM .

Группа Sp(M) реализована M ×M матрицами Uα
β, удовлетворяющими соотно-

шениям
Uα

βUγ
δV αγ = V βδ , (1.1.1)

где V αβ-некоторая невырожденная антисимметричная форма V αβ = −V βα (M -четно).
Многообразие Sp(M) – M(M+1)

2
-мерное и может быть описано локальными координа-

тами Xαβ = Xβα. Простейшая параметризация такова

Uα
β = (exp(λX))α

β , (1.1.2)

где λ – обратный радиус Sp(M), введенный чтобы компенсировать пространственную
размерность Xαβ. Заметим, что конкретное значение λ 6= 0 несущественно, пока в
теории нет других размерных параметров (например, гравитационной константы).
Экспонента в (1.1.2) есть матричная экспонента от матрицы

Xα
β = VγαX

γβ . (1.1.3)

Легко видеть, что параметризация (1.1.2) удовлетворяет групповому уравнению (1.1.1).
Экспоненциальная реализация (1.1.2) дает универсальное накрывающее простран-
ство [31] группы Sp(M) (метаплектическая группа Mp(M)), топологически эквива-
лентное большой клетке пространства MM R

M(M+1)
2 .

Sp(M)-инвариантно относительно действия Sp(M) × Sp(M) левыми и правыми
сдвигами Sp(M) на себе. Используя осцилляторную реализацию sp(M) ⊕ sp(M) ⊂
sp(2M), можно положить

w0(X) = ωαβ(X)aαbβ + hαβ(X)(aαaβ + λ2bαbβ) , (1.1.4)

где “лоренцева связность” ωαβ(X) и “репер” hαβ(X) имеют вид

ωαβ = −1

2

(
d(U−1)α

γUγβ + dUα
γ(U−1)γβ

)
, (1.1.5)

hαβ =
1

4λ

(
dUα

γ(U−1)γβ − d(U−1)α
γUγβ

)
, (1.1.6)
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гарантирующий совместность с (1.0.31). В экспоненциальной параметризации (1.1.2)
имеем

ωαβ =
λ

2
dXµν

 1∫
0

exp(λXt)µβ exp(λXt)ναdt−
0∫

−1

exp(λXt)µβ exp(λXt)ναdt

 , (1.1.7)

hαβ =
1

4
dXµν

1∫
−1

exp(λXt)µβ exp(λXt)ναdt , (1.1.8)

здесь мы использовали тождество δeA =
1∫
0

eAtδAeA(1−t)dt верное для любой матрицы

A. Как и следовало ожидать, в плоском пределе λ→ 0 получаем (1.0.29).
Выпишем теперь калибровочную функцию в (1.0.35) для связности (1.1.4)-(1.1.6).

Окончательный результат таков

g =
1

det
∥∥cosh λX

2

∥∥ exp
(
− 1

λ

(
tanh

λX

2

)αβ
(aαaβ + λ2bαbβ)

)
, (1.1.9)

g−1 =
1

det
∥∥cosh λX

2

∥∥ exp
(1

λ

(
tanh

λX

2

)αβ
(aαaβ + λ2bαbβ)

)
. (1.1.10)

Эта формула получена следующим образом. Пусть sp(M) реализована в виде
билинейных комбинаций осцилляторов αα, удовлетворяющих коммутационным со-
отношениям

[αα, αβ]∗ = 2Vαβ , (1.1.11)

со звездочной операцией вида

(f ∗ g)(α) =
1

πM

∫
f(α+ u)g(α+ v)e−uαvα

dMu dMv . (1.1.12)

Рассмотрим элементы звездочной алгебры g1 и g2 вида

g1 = r1e
1
2
fαβ
1 αααβ , g2 = r2e

1
2
fαβ
2 αααβ . (1.1.13)

с некоторыми α-независимыми r1, r2, fαβ1 и fαβ2 . Элементарное вычисление гауссовых
интегралов дает

g1,2 = g1 ∗ g2 = r1,2e
1
2
(f1◦f2)αβαααβ , (1.1.14)

где
r1,2 =

r1r2√
det ‖f1f2 + 1‖

(1.1.15)

и
f1 ◦ f2 =

1

1 + f2f1

(1 + f2)−
1

1 + f1f2

(1− f1) (1.1.16)
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(с обычным матричным умножением в правой части:AB → Aα
γBγ

β, 1
A
B → (A−1)α

γBγ
β).

Найдем такое отображение

g(U) = r(U)e
1
2
fαβ(U)αααβ (1.1.17)

группы Sp(M) в звездочную алгебру, что

g(U1) ∗ g(U2) = g(U1U2) = r(U1U2)e
1
2
fαβ(U1U2)αααβ . (1.1.18)

Эквивалентно, можно использовать обратное отображение U(f), требуя

U(f1)U(f2) = U(f1 ◦ f2) . (1.1.19)

Как показано в приложении I, закон умножения (1.1.16) требует, чтобы

Uαβ(f) =

(
1 + f

1− f

)αβ
. (1.1.20)

Обратная формула аналогична

fαβ(U) =

(
U − 1

1 + U

)αβ
. (1.1.21)

Предэкспоненциальный множитель имеет вид

r(U) =
2

M
2√

det ‖U + 1‖
. (1.1.22)

Чтобы получить (1.1.9), нужно использовать (1.1.2) и заметить, что две sp(M) по-
далгебры алгебры sp(2M) генерируются двумя взаимно коммутирующими наборами
осцилляторов

α±α =
aα√
λ
±
√
λVβαb

β =
1√
λ

(aα ± λbα) , (1.1.23)

удовлетворяющими коммутационным соотношениям

[α±α , α
±
β ]∗ = ±2Vαβ . (1.1.24)

Отображение (1.1.20) имеет ряд интересных свойств. В частности,

U−1(f) = U(−f) , (1.1.25)

U(f) = −U−1(−f−1) . (1.1.26)

Свойство (1.1.25) является следствием того элементарного факта (см., например,
[32]), что звездочное произведение (1.1.12) имеет антиавтоморфизм ρ(g(α)) = g(iα),
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то есть ρ(g1)∗ρ(g2) = ρ(g2∗g1). Из (1.1.17) следует, что ρ(U(f)) = U(−f). Естественный
групповой антиавтоморфизм имеет вид ρ(U) = U−1. Формула (1.1.25) отождествляет
антиавтоморфизм ρ звездочной алгебры и группы Sp(M).

Формула (1.1.26) более интересна. Являясь сингулярной для вырожденных fαβ

(в частности для fαβ = 0 и, следовательно, U = I), она не имеет глобальной ин-
терпретации в рамках Sp(M). Однако можно ожидать, что это отображение имеет
глобальный смысл в MM , где можно определить инверсию по аналогии с плоским
случаем, рассмотренном в [16]

I(f) = −f−1 , I(U) = −U−1 . (1.1.27)

Формула (1.1.26) обеспечивает совместность этих двух определений друг с другом.
Заметим, что определенная таким образом инверсия отображает единичный элемент
Sp(M) в центральный элемент −I, который не принадлежит связной компоненте
единицы PSp(M) ⊂ Sp(M).

1.2 Произвольные координаты

Калибровочная функция (1.1.9) соответствует экспоненциальной реализации Sp(M),
порождая тем самым глобальные координаты, покрывающие всю метаплектическую
группу Mp(M). Наш формализм, однако, позволяет получать явный вид вакуумных
калибровочных связностей (формы Картана) в произвольных координатах. В самом
деле, рассмотрим калибровочную функцию вида

g =
√

det ‖1− λ2f 2(X)‖ exp
(
− f(X)αβ(aαaβ + λ2bαbβ)

)
,

g−1 =
√

det ‖1− λ2f 2(X)‖ exp
(
f(X)αβ(aαaβ + λ2bαbβ)

)
, (1.2.1)

где fαβ(X) = fβα(X) произвольная функция матричных координат Xαβ. Связность
нулевой кривизны (1.0.35) может быть записана в виде

w0 = −g(−f) ?
(
dXαβ ∂f

γλ
1

∂Xαβ

∂

∂fγλ1

g(f1)
)∣∣∣

f1=f
. (1.2.2)

Прямое вычисление дает выражения для “лоренцевой связности” и “репера”

hαβ = dXρσ
( 1

1− λ2f 2

)αγ( ∂fγλ
∂Xρσ

− λ2fγ
µ ∂fµ

ν

∂Xρσ
fν
λ
)( 1

1− λ2f 2

)
λ

β , (1.2.3)

ωαβ = 2λ2dXρσ
( 1

1− λ2f 2

)αγ( ∂fγµ
∂Xρσ

fµ
λ − fγ

µ ∂fµ
λ

∂Xρσ

)( 1

1− λ2f 2

)
λ

β . (1.2.4)
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Из этих формул следует, что

ωαβ = 2hαγfγ
β − 2fαγhγ

β + λ2fαγωγ
λfλ

β . (1.2.5)

Произвольная функция fαβ(X) параметризует различный выбор координат в
Sp(M). Связь с координатами экспоненциальной параметризации, очевидно, имеет
вид

f(X̃) =
1

λ
tanh

λX

2
, (1.2.6)

что локально дает

sinh
λX

2
=

λf(X̃)√
1− λ2f 2(X̃)

, cosh
λX

2
=

1√
1− λ2f 2(X̃)

. (1.2.7)

Формулы (1.2.3) и (1.2.4), таким образом, задают представление для форм Картана
в произвольных координатах, связанных с той или иной функцией fαβ(X).

Рассмотрим несколько примеров. Пусть fαβ(X) имеет вид

fαβ(X) = φ(det ‖X‖)Xαβ . (1.2.8)

Соответствующие связности имеют вид

hαβ = φ ·
( 1

1− λ2φ2X2

)αγ
(dXγ

λ − λ2φ2Xγ
µdXµ

νXν
λ)
( 1

1− λ2φ2X2

)
λ

β +

+φ̃ · dXρσ(X−1)ρσ

( X

1− λ2φ2X2

)αβ
, (1.2.9)

ωαβ = 2λ2φ2 ·
( 1

1− λ2φ2X2

)αγ
(dXγ

µXµ
λ −Xγ

µdXµ
λ)
( 1

1− λ2φ2X2

)
λ

β , (1.2.10)

где

φ̃ =
∂φ

∂ ln det ‖X‖
. (1.2.11)

Другой полезный пример получается из

f±αβ(X) =
( X

1∓
√

1− λ2X2

)
αβ
. (1.2.12)

Соответствующая калибровочная функция имеет вид

g± = det

∥∥∥∥1 + λX ±
√

1− λ2X2

λX

∥∥∥∥ exp

(
−
(

X

1∓
√

1− λ2X2

)αβ
(aαaβ + λ2bαbβ)

)
.

(1.2.13)
В этих “стереографических” координатах “репер” имеет следующий простой вид

hαβ =
1

2

( 1√
1− λ2X2

)αγ
dXγ

λ
( 1√

1− λ2X2

)
λ

β . (1.2.14)
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Сравним теперь эту формулу с результатами из [28, 29], описывающими безмассовые
поля в AdS3(M = 2) и AdS4(M = 4).

Рассмотрим сначала случайM = 2. Используя, например, g+, из (1.2.13) получаем

g =
2
√
z

1 +
√
z

exp

(
− 1

1 +
√
z
xαβ(aαaβ + λ2bαbβ)

)
, (1.2.15)

g−1 =
2
√
z

1 +
√
z

exp

(
1

1 +
√
z
xαβ(aαaβ + λ2bαbβ)

)
, (1.2.16)

где z = 1 + 1
2
λ2xαβx

αβ. Репер и лоренцева связность имеют вид

hαβ =
1

2z
dxαβ , ωαβ =

1

2z
(dxα

γxγβ + dxβ
γxγα). (1.2.17)

При получении этого результата, который воспроизводит [28], мы воспользовались
тем, что для M = 2, любая антисимметричная матрица пропорциональна Vαβ и,
следовательно, любой полином от матричных координат P (x)αβ разлагается в сумму
симметричной части PS(xµνx

µν)xαβ и антисимметричной PA(xµνx
µν)V αβ. Из (1.2.17)

следует, что метрический тензор имеет вид

gmn =
1

2
hαβ,nh

αβ
,m =

1

4

ηmn
(1 + λ2xkxk)2

, (1.2.18)

где
xn = σn

αβxαβ , xαβ =
1

2
σαβ

nxn , (1.2.19)

и σn
αβ – набор базисных симметричных действительных матриц, нормированных

так, что
σn

αβσmαβ = 2ηmn , (1.2.20)

где ηmn – плоская метрика Минковского.
В случае d = 4, мы вкладываем AdS4 пространство-время в M4 следующим об-

разом

Xαβ =

(
0 xᾱ

˙̄β

xβ̄ ˙̄α 0

)
, (1.2.21)

где ᾱ, β̄ = 1, 2, ˙̄α, ˙̄β = 3, 4, и xᾱ
˙̄β-локальные координаты на AdS4, которые связаны с

векторными xn (n = 0 . . . 3) с помощью матриц Паули σnᾱ
˙̄β = (I, σ1

ᾱ ˙̄β . . . σ3
ᾱ ˙̄β)

xn = σn
ᾱ ˙̄β
xᾱ

˙̄β , xᾱ
˙̄β =

1

2
xnσ

nᾱ ˙̄β , σnᾱ ˙̄β
σm

ᾱ ˙̄β = 2ηmn . (1.2.22)

Калибровочная функция и гравитационные поля, возникающие из (1.2.13) и (1.2.14),
имеют вид

g =
( 2

√
z

1 +
√
z

)2

exp

(
− 1

1 +
√
z
xᾱ

˙̄β(aᾱa ˙̄β
+ λ2bᾱb ˙̄β

)

)
, (1.2.23)
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h
ᾱ ˙̄β

=
1

2z
dx

ᾱ ˙̄β
, (1.2.24)

ωᾱβ̄ =
1

2z
(dxᾱ

˙̄γxβ̄ ˙̄γ + dxβ̄
˙̄γxᾱ ˙̄γ) , ω̄ ˙̄α ˙̄β

=
1

2z
(dxγ̄ ˙̄αxγ̄ ˙̄β

+ dxγ̄ ˙̄β
xγ̄ ˙̄α) , (1.2.25)

где z = 1 + 1
2
λ2x

ᾱ ˙̄β
xᾱ

˙̄β = 1 + λ2xnx
n. Эти гравитационные поля в AdS4 совпадают с

полями, найденными в [29].

1.3 Симметрии

Фиксируя некоторое вакуумное решение w0 из (1.0.31), мы нарушаем локальную
симметрию высших спинов до глобальной симметрии с параметром ε0(a, b|X), удо-
влетворяющим (1.0.34). Если вакуумное решение w0 выбрано в калибровочном ви-
де (1.0.35) с некоторой калибровочной функцией g, то легко найти калибровочный
параметр оставшейся глобальной симметрии. Действительно, пусть производящий
параметр ξ(a, b;µ, η) в (1.0.36) имеет вид

ξ = ξ0 exp(aαµ
α − bαηα) , (1.3.1)

где ξ0 – инфинитезимальная константа, а µα и ηα – постоянные параметры. Произ-
вольная симметрия с полиномиальными параметрами может быть получена диффе-
ренцированием ξ по µα и ηα. Подстановка (1.1.9) в (1.0.36) дает

ε0(a, b;µ, η|X) = g−1 ? ξ ? g = ξ0 exp(aαµ̂
α − bαη̂α) , (1.3.2)

где

µ̂α = cosh(λX)αβµβ −
sinh(λX)αβ

λ
ηβ , η̂α = cosh(λX)αβηβ − λ · sinh(λX)αβµβ. (1.3.3)

Согласно (1.2.7), в произвольных координатах, связанных с функцией fαβ(X) разде-
ла 1.2, имеем

µ̂α =
(1 + λ2f 2(X)

1− λ2f 2(X)

)
α

βµβ −
( 2f(X)

1− λ2f 2(X)

)
α

βηβ , (1.3.4)

η̂α =
(1 + λ2f 2(X)

1− λ2f 2(X)

)
α

βηβ − λ2
( 2f(X)

1− λ2f 2(X)

)
α

βµβ . (1.3.5)

Преобразования глобальной симметрии для производящей функции высших спи-
нов

δ|Φ(b|X)〉 ≡ ε0 ? |Φ(b|X)〉 = ξ0 exp(−η̂αbα +
1

2
η̂αµ̂α) · C(b+ µ̂|X) ? |0〉〈0| (1.3.6)
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дает
δC(b|X) = ξ0C(b+ µ̂|X) exp

(1

2
η̂αµ̂α − bαη̂α

)
. (1.3.7)

Динамические поля отождествляются со скаляром c(X) = C(0|X) и s-вектором
cα(X) = ∂

∂bα
C(b|X)

∣∣∣
b=0

в разложении (1.0.23). (Все другие поля в C(b|X) выража-
ются через производные от динамических полей [15].) Их законы преобразования
имеют вид

δc(X) = ξ0C(µ̂|X) exp(
1

2
η̂αµ̂α) , (1.3.8)

δcα(X) = ξ0

( ∂

∂bα
C(b+ µ̂|X)

∣∣∣
b=0

− η̂αC(µ̂|X)
)

exp(
1

2
η̂αµ̂α) . (1.3.9)

Дифференцируя по параметрам µα и ηα и полагая затем их равными нулю, получа-
ем явные выражения для преобразований симметрии высших спинов с произволь-
ными полиномиальными по осцилляторам a и b параметрами симметрии ε0(a, b|X).
В частности, закон преобразований с билинейными по осцилляторам параметрами
воспроизводит Sp(2M) обобщенные конформные преобразования в обобщенном AdS

пространстве-времени Sp(M). Подчеркнем, что явные выражения для генераторов
симметрий, которые сразу получаются из формулы (1.3.2), могут быть довольно гро-
моздкими.

1.4 Светоподобные решения

Зная калибровочную функцию g, можно решить уравнение (1.0.28) на безмассовые
поля с помощью (1.0.37). Рассмотрим основные светоподобные решения, порожден-
ные начальными данными вида

C(b|0) = C0 exp(καb
α) , (1.4.1)

где C0 – произвольная константа и κα некоторый постоянный спинор. Согласно
(1.0.22), фоковское представление начальных данных имеет вид

|Φ(b|0)〉 = C0 exp(καb
α) ? |0〉〈0|. (1.4.2)

Таким образом, решение свободных уравнений, описывающих светоподобные реше-
ния, получаем в следующем виде

|Φ(b|X)〉 = g−1(X) ? |Φ(b|0)〉 =
C0

det
∥∥cosh λX

2

∥∥e 1
λ(tanh λX

2 )
αβ

(aαaβ+λ2bαbβ) ? eκαbα ? e−2aαbα .

(1.4.3)
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Вычисление гауссовых интегралов дает следующий результат

C(b|X) =
C0√

det ‖coshλX‖
exp

(
tαβ(λ2bαbβ + κακβ) + pβ

ακαb
β
)
, (1.4.4)

где используются обозначения

tα
β =

(
tanh(λX)

2λ

)
α

β , pα
β = (cosh−1(λX))α

β , (1.4.5)

или, эквивалентно, из (1.2.7)

tα
β =

( f(X)

1 + λ2f 2(X)

)
α

β , pα
β =

(1− λ2f 2(X)

1 + λ2f 2(X)

)
α

β . (1.4.6)

Подчеркнем, что, согласно [15, 16], для частного случая M = 4 полученные выра-
жения описывают решения безмассовых уравнений произвольного спина, найденные
в [29]. Используя (1.2.23), эти решения принимают вид

C(b|x) = z exp
(xᾱ ˙̄β

2
(κᾱκ ˙̄β

+ λ2bᾱb ˙̄β
) +

√
zκαb

α
)
. (1.4.7)

В случае M = 2 мы получаем решения AdS3 безмассовых уравнений, обсуждавшихся
в [28]

C(b|x) =
√
z exp

(xαβ
2

(κακβ + λ2bαbβ) +
√
zκαb

α
)
. (1.4.8)

Здесь мы использовали калибровочную функцию (1.2.15).
Для динамических полей получаем

c(X) = C0

√
det

∥∥∥∥1− λ2f 2(X)

1 + λ2f 2(X)

∥∥∥∥ exp(tαβκακβ) , (1.4.9)

cα(X) = C0

√
det

∥∥∥∥1− λ2f 2(X)

1 + λ2f 2(X)

∥∥∥∥pαβκβ exp (tαβκακβ) . (1.4.10)

Подстановка ε0 в (1.0.33) дает преобразование решений (1.4.3) под действием гло-
бальной симметрии высших спинов (1.4.3)

δC(b|X) = C0ξ0

√
det

∥∥∥∥1− λ2f 2(X)

1 + λ2f 2(X)

∥∥∥∥ exp
(
tαβλ2(bα + µ̂α)(bβ + µ̂β) +

tαβκακβ + pβ
ακα(b

β + µ̂β)− η̂α(b
α +

1

2
µ̂α)
)
. (1.4.11)

Плоский предел λ→ 0 соответствует

δC(b|X) = C0ξ0 exp
(1

2
Xαβ(κακβ − 2καηβ + ηαηβ) +

+bα(κα − ηα) + καµ
α +

1

2
µαη

α
)
. (1.4.12)
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Для динамических полей получаем плоско-волновые решения

cplane(X) = C0e
1
2
Xαβκακβ

, cplaneα (X) = C0καe
1
2
Xαβκακβ

(1.4.13)

с твисторным “волновым вектором” Kαβ = 1
2
κακβ.

Глобальные симметрии, отвечающие найденным плоско-волновым решениям, удо-
влетворяют уравнению

δε0 |Φ(b|X)〉 = 0 . (1.4.14)

Используя (1.3.2), легко видеть, что это условие решается любым параметром вида

ξ = f(a, b) ? (ραaα) , (1.4.15)

где ρ – произвольный параметр, такой что ρακα = 0 и f(a, b) – произвольная функ-
ция. Действительно, согласно (1.0.37)

δε0|Φ(b|X)〉 = g−1 ? ξ ? C(b|0) ? |0〉〈0| = g−1 ? f ? (ραaα) ? e
καbα ? |0〉〈0| = 0 . (1.4.16)

1.5 Суперрасширение

Формализм звездочной алгебры имеет прямое обобщение на суперсимметричный слу-
чай OSp(L|2M), где L – произвольное натуральное число. Чтобы описать суперал-
гебру osp(L|2M), введем клиффордовы элементы ψi (i = 1 . . . L), удовлетворяющие
антикоммутационным соотношениям

{ψi, ψj}∗ = ηij , (1.5.1)

где ηij = ηji – некоторая невырожденная симметричная форма. Клиффордову звез-
дочную операцию в (1.5.1) определим следующим образом

(f ∗ g)(ψ) =
1

2L

∫
f(ψ + φ)g(ψ + χ)e−2χiφidLφdLχ , (1.5.2)

(см., например, [32]), где χi и φi – антикоммутирующие переменные. Суперзаряды

Qiα = aαψi , Sαi = bαψi (1.5.3)

удовлетворяют соотношениям

{Qiα, Qiβ}∗ = ηijPαβ , {Sαi , S
β
j }∗ = ηijK

αβ . (1.5.4)

Пусть грассманновы нечетные координаты θiα связаны сQ-супергенераторами. Удоб-
но потребовать, чтобы дифференциалы dθiα антикоммутировали с dXαβ и θiα.
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Легко видеть [15], что калибровочная функция

g = e−X
αβaαaβ−θiαaαψi (1.5.5)

воспроизводит плоскую вакуумную суперформу

w0 =
(
dXαβ +

1

2
dθiαθi

β
)
Pαβ + dθiαQiα . (1.5.6)

Левый модуль Фока |Φ(b, ψ+|X, θ)〉 удовлетворяет osp(L|2M) суперсимметрично-
му уравнению

(d− w0) ? |Φ(b, ψ+|X, θ)〉 = 0 , (1.5.7)

где, помимо (1.0.26), суперсимметричный вакуум Фока |0〉〈0| анигилируется 1
2
L (в

случае четного L) или 1
2
(L−1) (в случае нечетного L) клиффордовыми операторами

уничтожения ψ− и, для нечетного L, является собственным вектором центрального
элемента ΨL = ψ1 . . . ψL

ΨL ? |0〉〈0| = ±|0〉〈0| .

Рассмотрим теперь динамику свободных полей в обобщенном AdS суперпростран-
стве. Соответствующая алгебра суперсимметрии есть osp(L,M)⊕osp(L,M), а супер-
пространство – OSp(L,M). Для описания вакуумных полей (то есть форм Картана)
в этом пространстве мы следуем той же процедуре, что и для Sp(M).

Супергруппа OSp(L|M) реализована (M + L) × (M + L) матрицами UA
B, где

A = (α, i)(α = 1 . . .M, i = 1 . . .L), удовлетворяющими групповому условию

UA
BUC

DΩAC = ΩBD , (1.5.8)

где ΩAB = −(−1)πAπBΩBA и

πA =

{
1 , A = i

0 , A = α
.

Ее можно описать локальными суперкоординатами XAB = (−1)πAπBXBA с помощью
экспоненциальной параметризации

UA
B = exp(λX)A

B . (1.5.9)

Введем суперосцилляторы aA, bA, удовлетворяющие (анти)коммутационным соотно-
шениям

aA ? b
B − (−1)πAπBbB ? aA = δA

B , (1.5.10)

с операцией звездочного умножения

(f ? g)(a, b|X) =
1

22LπM

∫
f(a+ u, b+ t)g(a+ s, b+ v)e2(t

AsA−vAuA)dudtdsdv , (1.5.11)
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где статистика переменных интегрирования определена следующим образом

uAuB = (−1)πAπBuBuA .

Мера интегрирования выбрана так, что 1 является единичным элементом звездочной
алгебры (1.5.11).

Используя осцилляторную реализацию алгебры osp(L|M)⊕osp(L|M) ⊂ osp(2L|2M),
можно положить

w0 = ωABaBbA + hAB(aBaA + λ2bBbA) . (1.5.12)

Анализ аналогичный несуперсимметричному случаю приводит к следующему виду
суперсимметричной калибровочной функции

g =
√

sdet‖1− λ2f 2(X)‖ exp
(
− fAB(X)(aBaA + λ2bBbA)

)
(1.5.13)

и дает “лоренцеву связность” ωAB и “репер” hAB вида

ωAB =
1

2
(dUA

C(U−1)CB + d(U−1)A
CUCB) , (1.5.14)

hAB =
1

4λ
(dUA

C(U−1)CB − d(U−1)A
CUCB) , (1.5.15)

где

UA
B =

(1 + λf(X)

1− λf(X)

)
A

B . (1.5.16)

Связь между hAB и ωAB аналогична (1.2.5)

ωAB = 2hA
CfCB − 2fA

ChCB + λ2fA
CωC

DfDB . (1.5.17)

Приведем список калибровочных функций и соответствующие формы Картана в
различных координатах

1. Экспоненциальная параметризация (1.5.9)

g =
1

sdet‖ cosh λX
2
‖

exp
(
−
(

tanh
λX

2

)AB
(aBaA + λ2bBbA)

)
, (1.5.18)

ωAB =
λ

2

( 1∫
0

exp(λXt)A
CdXC

D exp(λXt)DBdt−
0∫

−1

exp(λXt)A
CdXC

D exp(λXt)DBdt
)
,

(1.5.19)

hAB =
1

4

1∫
−1

exp(λXt)A
CdXC

D exp(λXt)DBdt (1.5.20)
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2. fAB = φ(sdet‖X‖)XAB

g =
√

sdet‖1− λ2φ2 ·X2‖ exp
(
− φXAB(aBaA + λ2bBbA)

)
, (1.5.21)

hAB = φ ·
( 1

1− λ2φ2X2

)
A

C(dXC
D − λ2φ2XC

MdXM
NXN

D)
( 1

1− λ2φ2X2

)
DB

−

−φ̃ ·
( X

1− λ2φ2X2

)
AB

(X−1)M
NdXN

M ,

ωAB = 2λ2φ2 ·
( 1

1− λ2φ2X2

)
A

C(dXC
MXM

D −XC
MdXM

D)
( 1

1− λ2φ2X2

)
DB

, (1.5.22)

где

φ̃ =
∂φ

∂ ln sdet‖X‖
. (1.5.23)

3. Стереографические координаты fAB(X) =
(

X
1∓
√

1−λ2X2

)AB
g± =

√
sdet‖1− λ2f 2(X)‖ exp

(
−
( X

1∓
√

1− λ2X2

)AB
(aBaA + λ2bBbA)

)
, (1.5.24)

hAB =
1

2

( 1√
1− λ2X2

)
A

CdXC
D
( 1√

1− λ2X2

)
DB

. (1.5.25)

В суперсимметричном случае, закон преобразования симметрии высших спинов
для производящей функции C(b|X) с инфинитезимальным параметром

ξ = ξ0 exp(µAaA − bAηA)

аналогичен (1.3.7)

δC(b|X) = C(b+ µ̂|X) exp
(
− (bA +

1

2
µ̂A)η̂A

)
, (1.5.26)

где

µ̂A = cosh(λX)ABµB −
sinh(λX)AB

λ
ηB , η̂A = cosh(λX)ABηB − λ · sinh(λX)ABµB .

(1.5.27)
Оставшаяся часть анализа непосредственно переносится на динамику в обоб-

щенном суперпространстве. Также, зная левоинвариантные формы, элементарно вы-
писывается действие мировой линии частицы (подробнее см., например, [23, 24, 15]).
Лагранжиан мировой линии частицы, предложенный в [15], имеет вид

L = ẊABw0AB(a, b|X) + aAḃ
A , (1.5.28)
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где dXABw0AB(a, b|X) = w0(a, b|X) – вакуумная 1-форма, удовлетворяющая уравне-
нию нулевой кривизны (1.0.31), и точка означает производную по параметру мировой
линии. Применяя теорему Стокса и используя (1.0.31) действие частицы (1.5.28) мо-
жет быть переписано в струнной форме как интеграл по двумерной поверхности,
ограниченной траекторией частицы и параметризованной σl

S =

∫
Σ2

(w0(a, b|X) ? ∧w0(a, b|X) + daA ∧ dbA +

+(daA
∂

∂aA
+ dbA

∂

∂bA
) ∧ w0(a, b|X)) , (1.5.29)

где обратное преобразование определено как обычно

w0(a, b|X) = dσl
∂XAB

∂σl
w0AB(a, b|X), daA = dσl

∂aA
∂σl

, dbA = dσl
∂bA

∂σl
. (1.5.30)

Проблема вычисления суперформ Картана в osp(1|2M) суперпространстве была
рассмотрена в [24], где был найден билинейный по фермионным координатам вид су-
перформ Картана в бозонном секторе. Заметим, что формализм звездочной алгебры
упрощает некоторые вычислительные проблемы, сводя их к вычислению элементар-
ных гауссовых интегралов.

1.6 Заключительные замечания

В данной главе было показано, как формализм звездочной алгебры может быть при-
менен к вычислению вакуума полей обобщенного AdS пространства, связанного с
sp(M) ⊕ sp(M) подалгеброй обобщенной конформной симметрии Sp(2M), предло-
женной в [16]. Метод универсален и также хорошо работает в суперсимметричном
OSp(L,M) случае с произвольными M и L. Показано, что формализм звездочной
алгебры весьма эффективен для решения свободных полевых уравнений в нетри-
виальных (обобщенно конформно плоских) геометриях в MM и вычисления форм
Картана в произвольных координатах. Метод может быть применен как для форму-
лировки динамики (супер)частиц, так и для построения (супер)струнных действий
в М-теории.

Результаты данной главы получены в работе [100].
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Глава 2

БТЗ черная дыра как решение в
калибровочной теории полей высших
спинов в трехмерном
пространстве-времени

В этой главе рассматривается черная дыра в трехмерном пространстве анти–де Сит-
тера (БТЗ черная дыра) в рамках развернутой формулировки. Показано, что БТЗ
черная дыра является точным решением калибровочной теории полей высших спи-
нов в трехмерном пространстве-времени. Используя формализм звездочной алгеб-
ры, лежащей в основе теории высших спинов, найдены решения для безмассовых
полей в метрике черной дыры. Обнаружено, что при специальных значениях БТЗ
параметров часть симметрий, связанных со старшими производными, остается нена-
рушенной.

Важное отличие (2+1)-мерной теории гравитации [34, 35, 36, 37, 38] от теорий в бо-
лее высоком числе измерений заключается в том, что вакуумная теория является то-
пологической, а значит, не описывает никаких локальных степеней свободы. В [39, 40]
было показано, что (2+1)-мерная теория гравитации эквивалентна SL(2|R)×SL(2|R)

калибровочной теории Черна-Саймонса, калибровочный потенциал которой описы-
вает лоренцеву связность и тетраду. Такая формулировка позволяет рассматривать
диффеоморфизмы общей теории относительности как калибровочные преобразова-
ния, что существенно упрощает квантовый анализ [41].

В трех измерениях тензор Римана полностью выражается через тензор Риччи.
Таким образом, из условия Rmn = 0 следует, что Rmnpq = 0, то есть, любое ваку-
умное решение локально является пространством Минковского. Аналогично, любое
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вакуумное решение уравнений Эйнштейна с отрицательным космологическим чле-
ном локально эквивалентно AdS 3.

Решение типа черной дыры в пространстве AdS 3 было найдено в [42]. В работе [43]
было показано, что в (2+1) измерениях в отсутствие отрицательной космологической
постоянной не существует решений с ненулевыми горизонтами событий.

По своим свойствам решение БТЗ во многом аналогично решению Керра в че-
тырех измерениях, что дает хорошую возможность для изучения физики черных
дыр на более простом примере. Однако, важное отличие заключается в том, что у
БТЗ черной дыры отсутствует сингулярность в кривизне [44]. Типичное поведение
геодезических диктуется топологической особенностью решения, которое локально
изоморфно AdS 3. Как было показано в [44], БТЗ решение можно получить факто-
ризацией AdS 3 по дискретной подгруппе симметрий.

В виду того, что БТЗ решение имеет нулевую o(2, 2) кривизну, оно также является
и точным решением нелинейной калибровочной теории высших спинов [45, 46], ко-
торая в отсутствие материальных полей, эквивалентна теории Черна-Саймонса для
трехмерной алгебры высших спинов, содержащей подалгебру o(2, 2) ∼ sp(2)⊕ sp(2).
В настоящее время, помимо самого пространства AdS, известно всего несколько точ-
ных решений нелинейной теории высших спинов. Одно из таких трехмерных лоренц-
инвариантных решений найдено в [46], а его обобщение на случай четырех измерений
получено в [33]. К сожалению, их физическая интерпретация по-прежнему отсутству-
ет, несмотря на то, что они, по-видимому, играют ключевую роль в теории, являясь
базовыми решениями для применения техники интегрирующего потока [46]. Недав-
но в статье Сезгина и Сандела [47] были найдены новые точные решения, которые
могут допускать интерпретацию в контексте AdS/CFT соответствия.

Безусловно, наиболее важным явлется исследование решений типа черных дыр в
калибровочных теориях высших спинов в старших размерностях.

Целью данной главы является демонстрация использования методов теории выс-
ших спинов для получения уже известных и новых результатов для БТЗ черных
дыр. А именно: используя осцилляторную реализацию алгебры o(2, 2) ∼ sp(2)⊕sp(2)

движений AdS 3, найдена калибровочная функция решения БТЗ в терминах группы
Sp(2), а затем решены свободные безмассовые полевые уравнения в метрике БТЗ, ис-
пользуя формализм модуля Фока [28], чтобы показать, как получить в нашем подхо-
де хорошо известные результаты для скалярного и спинорного полей [48, 49, 50, 52].
Простым следствием используемого формализма является следующий ранее неиз-
вестный результат о БТЗ черной дыре. Существует некоторое условие “квантования”
на массу и угловой момент черной дыры, при выполнении которого, данное решение
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имеет дополнительные скрытые симметрии высших спинов.
Глава состоит из десяти разделов. В разделе 2.1 дано краткое описание БТЗ мет-

рики, ее симметрий, а также процедуры факторизации. В разделе 2.2 представлена
осцилляторная реализация алгебры AdS. В разделе 2.3 дано бескоординатное описа-
ние БТЗ черной дыры как плоской связности. БТЗ калибровочная функция найдена
в разделе 2.4. В разделе 2.5 обсуждаются Sp(4)-ковариантные динамические урав-
нения и их формулировка в терминах модуля Фока [100, 28]. Звездочная реализация
векторов Киллинга получена в разделе 2.6. В разделе 2.7, используя развернутую
формулировку, найдены явные решения для динамических полей в метрике БТЗ.
В разделе 2.8 кратко обсуждается экстремальный случай. И наконец, в разделе 2.9
изучаются симметрии безмассовых полей в метрике БТЗ черной дыры. Некоторые
полезные формулы и промежуточные вычисления собраны в приложении II.

2.1 БТЗ черная дыра

В этом разделе кратко напомним основные сведения о БТЗ черной дыре. Более по-
дробное изложение можно найти в обзоре [44].

Из действия Эйнштейна-Гильберта с отрицательной космологической постоянной
Λ = −λ2

S =
1

2π

∫ √
−g(R + 2λ2)dtd2x (2.1.1)

следуют уравнения Эйнштейна

Rmn −
1

2
Rgmn = λ2gmn . (2.1.2)

В случае трехмерного пространства-времени имеем

Rmnpq = −λ2(gmpgnq − gnpgmq). (2.1.3)

Это означает, что, будучи вакуумным решением, черная дыра локально эквивалентна
AdS 3. В [42] было показано, что метрика

ds2 = (−M + λ2r2 +
J2

4r2
)dt2 − (−M + λ2r2 +

J2

4r2
)−1dr2 − r2(dφ− J

2r2
dt)2, (2.1.4)

где φ ∈ [0, 2π], удовлетворяет (2.1.2) и описывает вращающуюся черную дыру с без-
размерной массой1 M и угловым моментом J . Такая метрика имеет внешний и внут-
ренний горизонты

r2
± =

M

2λ2

(
1±

√
1− J2λ2

M2

)
. (2.1.5)

1Единицы измерения выбраны так, что G = 1/8.
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Эргосфера (то есть, поверхность бесконечного красного смещения g00 = 0) имеет
радиус rerg = 1

λ
M1/2.

Заметим, что r± комплексны при |J | > M/λ. В этом случае горизонты отсут-
ствуют, а метрика имеет голую сингулярность в точке r = 0. Формально при J = 0

можно рассматривать отрицательные значения M в метрике (2.1.4). Но во всех таких
случаях, кроме M = −1, соответствующего AdS 3, это приводит к появлению голых
конических сингулярностей при r = 0 [44], что легко увидеть, переопределив ради-
альную координату r →

√
−Mr. Случай M = 0 и J = 0 соответствует “безмассовой”

черной дыре и не воспроизводит пространство AdS (в отличие от четырехмерного
случая). Таким образом, потребуем, чтобы

M > 0 , |J | ≤M/λ. (2.1.6)

Предельный случай |J | = M/λ соответствует экстремальной черной дыре с r+ = r−.
Пространство AdS 3 может быть описано как гиперповерхность, вложенная в че-

тырехмерное псевдоевклидово пространство с метрикой η = diag(+ +−−)

ds2 = du2 + dv2 − dx2 − dy2, (2.1.7)

u2 + v2 − x2 − y2 = λ−2. (2.1.8)

В общем случае метрику БТЗ черной дыры (2.1.4) при r > r+ можно получить,
используя следующую параметризацию

u =
√
A(r) cosh(φ̃(t, φ)), v =

√
B(r) sinh(t̃(t, φ)),

x =
√
A(r) sinh(φ̃(t, φ)), y =

√
B(r) cosh(t̃(t, φ)), (2.1.9)

где

A(r) =
1

λ2

(
r2 − r2

−

r2
+ − r2

−

)
, B(r) =

1

λ2

(
r2 − r2

+

r2
+ − r2

−

)
, (2.1.10)

t̃ = λ2r+t− λr−φ, φ̃ = −λ2r−t+ λr+φ. (2.1.11)

В этой главе мы будем рассматривать общий случай и использовать формулы вло-
жения (2.1.9) при r > r+. (Подробности вложения при r ≤ r+, а также случаи экс-
тремальной и вакуумной черных дыр можно найти в [44]).

Свойства БТЗ черной дыры существенным образом определяются ее групповым
происхождением. В самом деле, (u, v, x, y) можно собрать в 2 × 2 матрицу S0 ∈
SL(2|R)

S0 = λ

(
u+ x v − y

−v − y u− x

)
, det(S0) = 1. (2.1.12)
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Как показано в [44], БТЗ решение получается из группового многообразия SL(2|R)

в результате факторизации по дискретной подгруппе при помощи следующего отож-
дествления

S0 ∼ ρ+S0ρ
− , ρ± =

(
eπλ(r+±r−) 0

0 e−πλ(r+±r−)

)
, (2.1.13)

которое делает переменную φ в метрике (2.1.4) периодической.
Изометрии AdS 3 представляются элементами группы SL(2|R)L × SL(2|R)R/Z2 ∼

SO(2, 2) и действуют на группе левыми и правыми умножениями S0 → PL S0 PR по
модулю отождествления (PL, PR) ∼ (−PL,−PR). В соответствии с (2.1.7), простран-
ство AdS 3 инвариантно относительно SO(2, 2) преобразований, генераторы которых
имеют вид

Jab = Xb
∂

∂Xa
−Xa

∂

∂Xb
, где Xa = (u, v, x, y). (2.1.14)

Согласно [44], в общем случае алгебра движений БТЗ метрики (2.1.4) определяется
векторными полями ∂

∂t
и ∂

∂φ
. В случае r2

+ − r2
− > 0, вектор Киллинга, ответственный

за отождествление (2.1.13), имеет вид

∂

∂φ
= −λr+J12 + λr−J03, (2.1.15)

а генератор сдвига по времени

∂

∂t
= λ2r−J12 − λ2r+J03. (2.1.16)

Заметим, что, как показано в [44], среди шести векторов Киллинга AdS 3 только
(2.1.15) и (2.1.16) остаются глобально определенными при отождествлении (2.1.13).

2.2 Осцилляторная реализация алгебры o(2, 2)

Рассмотрим осцилляторную реализацию алгебры o(2, 2), которая важна для даль-
нейшего анализа. Алгебра движений пространства AdS 3 изоморфна o(2, 2) ∼ sp(2)⊕
sp(2). Она состоит из диагональных элементов sp(2) — лоренцевых генераторов Lαβ =

Lβα и AdS -трансляций Pαβ = Pβα (α, β, . . . = 1, 2). Коммутационные соотношения
имеют вид

[Lαβ, Lγδ] =
1

2
(εβγLαδ + εβδLαγ + εαγLβδ + εαδLβγ) ,

[Pαβ, Pγδ] = 2λ2(εβγLαδ + εβδLαγ + εαγLβδ + εαδLβγ) , (2.2.1)

[Lαβ, Pγδ] =
1

2
(εβγPαδ + εβδPαγ + εαγPβδ + εαδPβγ) ,
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где

εαβ =

(
0 1

−1 0

)
антисимметричная sp(2) инвариантная форма2.

Пусть заданы осцилляторы âα и b̂α, удовлетворяющие коммутационным соотно-
шениям

[âα, b̂
β] = δα

β , [âα, âβ] = 0 , [b̂α, b̂β] = 0 . (2.2.2)

Генераторы sp(2)⊕ sp(2) имеют стандартное осцилляторное представление [27]

L̂α
β =

1

2
{âα, b̂β} −

1

4
{âγ, b̂γ}δαβ , P̂αβ = âαâβ + λ2b̂αb̂β . (2.2.3)

Вместо операторов удобнее использовать коммутирующие переменные aα и bα, по-
рождающие ассоциативную алгебру полиномов с операцией звездочного произведе-
ния

(f ? g)(a, b) =
1

π4

∫
f(a+ u, b+ t)g(a+ s, b+ v)e2(sαtα−uαvα) d2u d2t d2s d2v . (2.2.4)

Эквивалентно,

(f ? g)(a, b) = f(a, b) e
1
2

(
←−−

∂
∂aα

−−→
∂

∂bα−
←−−

∂
∂bα

−−→
∂

∂aα

)
g(a, b) .

Определенное таким образом звездочное произведение (часто называемое произве-
дением Мойла) описывает ассоциативное произведение симметризованных (упоря-
доченных по Вейлю) полиномов от осцилляторов в терминах символов операторов.
Интеграл нормирован так, что 1 является единичным элементом в алгебре. Таким
образом,

1 ? 1 =
1

π4

∫
e2(sαtα−uαvα) d2u d2t d2s d2v = 1.

Из (2.2.4) следует, что

aα ? f(a, b) = aαf(a, b) +
1

2

∂

∂bα
f(a, b),

bα ? f(a, b) = bαf(a, b) +
1

2

∂

∂aα
f(a, b) .

В частности, определяющие соотношения ассоциативной звездочной алгебры имеют
вид

[aα, b
β]? = δα

β, [aα, aβ]? = 0, [bα, bβ]? = 0, (2.2.5)

где [a, b]? = a ? b− b ? a. Звездочная реализация генераторов o(2, 2) имеет вид

Lαβ =
1

2
(aαbβ + aβbα) , Pαβ = aαaβ + λ2 bαbβ . (2.2.6)

Далее везде для удобства будем полагать радиус AdS равным единице (λ=1).
2Спинорные индексы поднимаются и опускаются согласно правилу Aα = Aβεβα, Aα = εαβAβ .
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2.3 БТЗ решение как плоская связность

Поскольку пространство БТЗ черной дыры локально эквивалентно AdS 3, его можно
описать, используя плоскую связность алгебры sp(2) ⊕ sp(2). Действительно, пусть
w0 является 1-формой, принимающей значения в алгебре sp(2)⊕ sp(2)

w0(a, b|X) =
1

2
ωαβ(X)Lαβ +

1

4
hαβ(X)Pαβ , (2.3.1)

где Pαβ и Lαβ — AdS 3 генераторы (2.2.6), а ωαβ(X) и hαβ(X) — 1-формы. Тогда
условие нулевой кривизны

R = dw0 − w0 ? ∧w0 = 0 (2.3.2)

эквивалентно следующим уравнениям

dωαβ +
1

2
ωα

γ ∧ ωγβ +
1

2
hα

γ ∧ hβγ = 0, (2.3.3)

dhαβ +
1

2
ωα

γ ∧ hγβ +
1

2
ωβ

γ ∧ hαγ = 0. (2.3.4)

После отождествления ωαβ с лоренцевой связностью, а hαβ с тетрадой, уравнение
(2.3.4) означает условие отсутствия кручения, а (2.3.3) локально описывает AdS гео-
метрию.

Уравнение (2.3.2) инвариантно относительно калибровочных преобразований

δw0 = dε− [w0, ε]? , (2.3.5)

где ε(a, b|X) — произвольный инфинитезимальный калибровочный параметр. Любое
фиксированное вакуумное решение w0 уравнения (2.3.2) нарушает локальную сим-
метрию до подалгебры стабильности с инфинитезимальным параметром ε0(a, b|X),
удовлетворяющим уравнению

dε0 − [w0, ε0]? = 0. (2.3.6)

Это уравнение совместно вследствие (2.3.2). Общее решение имеет не более шести
независимых параметров глобальных симметрий. Количество таких симметрий, вы-
живающих в локально AdS геометрии, зависит от глобальных свойств пространства
(то есть, от граничных условий). Настоящее пространство AdS 3 обладает всеми ше-
стью симметриями — o(2, 2) движениями AdS 3. В пространстве БТЗ черной дыры
остаются только два из шести таких параметров.
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В общем случае тетрада и лоренцева связность sp(2)⊕ sp(2) алгебры, удовлетво-
ряющие уравнениям (2.3.3) и (2.3.4), локально имеют вид

hαβ = (W−1
1 )α

γd(W1)γβ − (W2)α
γd(W−1

2 )γβ, (2.3.7)

ωαβ = (W−1
1 )α

γd(W1)γβ + (W2)α
γd(W−1

2 )γβ, (2.3.8)

где W1,2α
β(X) ∈ Sp(2), то есть,

(W−1
1,2 )αβ = −(W1,2)βα. (2.3.9)

Из (2.3.7) следует, что метрику можно записать как

ds2 =
1

2
hαβh

αβ =
1

2
dSαβdS

αβ , (2.3.10)

где
Sαβ = (W1)α

γ(W2)γβ. (2.3.11)

Таким образом, любая локально AdS 3 метрика определяется Sp(2) матричным полем
Sαβ(X). Заметим, что в общем случае Sαβ 6= Sβα. Чтобы получить БТЗ метрику
(2.1.4), можно использовать матрицу S0 (2.1.12) и параметризацию (2.1.9).

Семейство хорошо определенных при отождествлении φ → φ + 2π тетрад (2.3.7)
и лоренцевых связностей (2.3.8) может быть найдено, используя следующее разло-
жение матрицы S0 (2.1.12)

S0α
β = (K+UrK−)α

β (2.3.12)

по Sp(2) матрицам K± и Ur вида

K± =

(
e

1
2
(φ̃∓t̃) 0

0 e−
1
2
(φ̃∓t̃)

)
, Ur =

( √
A −

√
B

−
√
B

√
A

)
. (2.3.13)

Заметим, что K± принадлежат абелевой БТЗ подгруппе группы Sp(2)× Sp(2).
Полагая, что W1 = K+U1 и W2 = U2K−, где U1U2 = Ur, мы воспроизводим (2.3.12)

в виде (2.3.11). Соответствующие тетрада и лоренцева связность

h = U−1
1 K−1

+ dK+U1 − U2K−dK
−1
− U−1

2 + U−1
1 dU1 − U2dU

−1
2 , (2.3.14)

ω = U−1
1 K−1

+ dK+U1 + U2K−dK
−1
− U−1

2 + U−1
1 dU1 + U2dU

−1
2 (2.3.15)

не зависят от t и φ при условии, что U1,2 = U1,2(r). Поэтому они остаются хорошо
определенными при отождествлении φ→ φ+ 2π в случае БТЗ.

Удобно выбрать следующие матрицы U1,2

U1 =
(A
B

) 1
4

(
0 −µ(r)

√
B

η(r)
√
A µ(r)

√
A

)
, U2 =

(A
B

) 1
4

(
µ(r) 0

−µ−1(r) η(r)
√
AB

)
,

(2.3.16)
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здесь µ(r) и η(r) — некоторые функции, зависящие от радиальной координаты и
удовлетворяющие условию

µ(r)η(r) = A−1(r) . (2.3.17)

Матрицы W1α
β = (K+U1)α

β, W2α
β = (U2K−)α

β, соответственно, принимают вид

W1α
β =

√
u+ x

y − v

(
0 −µ(y − v)

η(u− x) µ(u− x)

)
,

W2α
β =

√
u+ x

y − v

(
µ 0

−µ−1 η(u− x)(y − v)

)
. (2.3.18)

Согласно (2.3.7) и (2.3.8), компоненты тетрады и лоренцевой связности равны

h11 = Aµ2

(
−dt̃+ dφ̃+

1

2AB
dA

)
,

h12 = h21 = dt̃− 1

2B
dA, (2.3.19)

h22 = −µ−2

(
dt̃+ dφ̃− 1

2AB
dA

)
,

ω11 = Aµ2

(
−dt̃+ dφ̃+

1

2AB
dA

)
,

ω12 = ω21 = −dφ̃− 1

2A
dA− 2

µ
dµ, (2.3.20)

ω22 = µ−2

(
dt̃+ dφ̃− 1

2AB
dA

)
,

где A,B и φ̃, t̃ определены в (2.1.10) и (2.1.11), соответственно. Эти выражения хо-
рошо определены на S1 с циклической координатой φ ∼ φ+ 2π.

2.4 Калибровочная функция

Уравнение (2.3.2) локально имеет калибровочное решение вида

w0(a, b|X) = −g−1(a, b|X) ? dg(a, b|X) , (2.4.1)

где g(a, b|X) — некоторый обратимый (g−1 ? g = g ? g−1 = 1) элемент звездочной
алгебры. Как только найдена калибровочная функция g(a, b|X), мы сразу же имеем
полное решение линеаризованной задачи. В частности, параметры глобальной сим-
метрии, удовлетворяющие (2.3.6), имеют вид

ε0(a, b|X) = g−1(a, b|X) ? ξ ? g(a, b|X) , (2.4.2)
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где ξ = ξ(a, b) — произвольный независящий от X элемент звездочной алгебры. В
разделе 2.5 будет показано, как знание функции g(a, b|X) позволяет получить общее
решение свободных полевых уравнений.

Используя формулы (1.1.18), (1.1.21), мы получаем следующую калибровочную
функцию g(a, b|W1,W2), воспроизводящую (2.3.7) и (2.3.8) через (2.4.1),

g(a, b|W1,W2) =
4√

det ||(W1 + 1)(W2 + 1)||
exp

(
− 1

2
Παβ(W1)T

+
αβ −

1

2
Παβ(W2)T

−
αβ

)
,

g−1(a, b|W1,W2) =
4√

det ||(W1 + 1)(W2 + 1)||
exp

(1

2
Παβ(W1)T

+
αβ +

1

2
Παβ(W2)T

−
αβ

)
,

(2.4.3)

где3

Παβ(W ) = Πβα(W ) =
(W − 1

W + 1

)
αβ

(2.4.4)

и
T±αβ = aαaβ + bαbβ ± (aαbβ + bαaβ). (2.4.5)

Здесь T±αβ — генераторы sp(2) подалгебр алгебры sp(2) ⊕ sp(2), задаваемые двумя
взаимно коммутирующими наборами осцилляторов α±α = aα±bα и подчиненные ком-
мутационными соотношениям [α±α , α

±
β ]? = ±2εαβ. На практике часто бывает удобнее

использовать звездочное произведение, определенное через взаимно коммутирующие
осцилляторы α±β следующим образом4

(f ∗ g)(α±) =
1

(2π)2

∫
f(α± + u)g(α± + v)e∓uαvα

d2ud2v . (2.4.6)

Принимая во внимание, что T±αβ = α±αα
±
β , получаем следующую полезную формулу

для произведения калибровочных функций (2.4.3), которая следует из (2.4.6)

g(a, b|K1, K2) ? g(a, b|U1, U2) = g(a, b|K1U1, U2K2) (2.4.7)

при условии, что матрицы K1,2 + 1 и U1,2 + 1 невырождены. Используя равенство

Παβ(W ) = −Παβ(W
−1) ,

3Матричное отношение B
A надо понимать как A−1B. Заметим, что (2.4.4) аналогично, так назы-

ваемому, преобразованию Кэли [51].
4Заметим, что линейные преобразования образующих элементов вейлевской алгебры задают ав-

томорфизмы звездочной алгебры, что является следствием определения алгебры Вейля, как ре-
зультата полной симметризации образующих осцилляторов, нечувствительного к определенному
выбору базиса в алгебре осцилляторов.
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находим, что преобразование калибровочной функции (2.4.3) вида

g(a, b|W1,W2) → g(a, b|W1,W2) ? Λ−1(a, b|V ) (2.4.8)

с

Λ(a, b|V ) =
4

det ||V + 1||
exp

(1

2
Παβ(V )(T+

αβ − T−αβ)
)
,

Λ−1(a, b|V ) =
4

det ||V + 1||
exp

(
− 1

2
Παβ(V )(T+

αβ − T−αβ)
)
, (2.4.9)

где Vαβ(X) ∈ Sp(2), описывает локальное преобразование Лоренца для тетрады
(2.3.7)

hαβ → V γ
αV

δ
βhγδ , (2.4.10)

оставляя инвариантной метрику (2.3.10).
Также из (2.4.7) следует, что тетрада (2.3.14) и лоренцева связность (2.3.15) по-

лучаются из калибровочной функции вида

g(a, b|t, φ, r) = Φ(a, b|t, φ) ? U(a, b|r) (2.4.11)

с

Φ(a, b|t, φ) =
4√

det ||(K+ + 1)(K− + 1)||
exp

(
− 1

2
Παβ(K+)T+

αβ −
1

2
Παβ(K−)T−αβ

)
,

U(a, b|r) =
4√

det ||(U1 + 1)(U2 + 1)||
exp

(
− 1

2
Παβ(U1)T

+
αβ −

1

2
Παβ(U2)T

−
αβ

)
,

при условии, что U1U2 = Ur (2.3.13).
Заметим, что метрика (2.3.10) инвариантна относительно глобальных левых и

правых групповых умножений Sγδ(X) S → HSH̃, где H и H̃ — некоторые независя-
щие от X элементы группы Sp(2). Мы воспользуемся этим произволом в разделе 2.5
при анализе уравнений вне горизонта черной дыры. Для этого выберем

Sγδ = (HS0)γδ (2.4.12)

с постоянной матрицей H вида

Hγ
δ =

(
α β

β α

)
, (2.4.13)

где α2 = A(r0) и β2 = B(r0) в некоторой точке r0 > r+. Из (2.1.10) следует, что
α2 − β2 = 1. Новая матрица Sγδ имеет вид

Sγδ =

(
α(y − v) + β(x− u) α(x+ u)− β(y + v)

β(y − v) + α(x− u) β(x+ u)− α(y + v)

)
. (2.4.14)

43



Принимая во внимание (2.3.11) и (2.4.7), получаем, что такое переопределение до-
стигается звездочным преобразованием

g(a, b|W1,W2) → K(a, b|H) ? g(a, b|W1,W2) , (2.4.15)

где
K(a, b|H) =

2√
det ||H + 1||

e−
1
2
Πγδ(H)T+

γδ .

Таким образом, тетрада и лоренцева связность не меняются при преобразовании
(2.4.12).

Заметим, что K(a, b|1) = 1. В следующем разделе будет показано, что случай
K(a, b|H) 6= 1 играет роль регуляризации, позволяющей анализировать задачу вне
точки, где решение сингулярно. Получив решение, мы избавимся от регуляризации,
положив α = 1, β = 0.

2.5 Развернутые уравнения для безмассовых полей

в трех измерениях и модуль Фока

При описании свободных динамических уравнений для безмассовых полей в поле
БТЗ черной дыры, мы следуем развернутой формулировке, разработанной в [53, 28,
100]. В частности, как показано в [28], динамику свободных безмассовых полей спина
s = 0 и s = 1

2
в AdS можно описать в явно конформно-инвариантном виде в терми-

нах сечений некоторого расслоения Фока. А именно: рассмотрим пространственно-
временные поля, принимающие значения в образованном осцилляторами bα модуле
Фока,

|C(b|X)〉 = C(b|X) ? |0〉〈0|, (2.5.1)

где C(b|X) — производящая функция

C(b|X) =
∞∑
k=0

1

k!
Cα1...αk

(X)bα1 . . . bαk , (2.5.2)

а |0〉〈0| = e−2aγbγ — фоковский вакуум, удовлетворяющий условиям

aα ? |0〉〈0| = 0 , |0〉〈0| ? bα = 0 . (2.5.3)

Динамические безмассовые скаляр и спинор отождествим с низшими компонентами
мультиплета

C(X) = C(b|X)|b=0 , Cα(X) =
∂

∂bα
C(b|X)

∣∣∣
b=0

. (2.5.4)
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Тогда динамические уравнения для безмассовых полей в локально AdS 3 пространстве
можно записать в развернутом виде

d|C(b|X)〉 − w0(a, b|X) ? |C(b|X)〉 = 0 , (2.5.5)

где w0(a, b|X) удовлетворяет условию нулевой кривизны (2.3.2). Покажем, что (2.5.5)
эквивалентно конформным уравнениям Клейна-Гордона и Дирака и соотношениям,
выражающим высшие компоненты мультиплета (2.5.2) через старшие производные
динамических полей [28]. Используя (2.3.1), уравнение (2.5.5) можно переписать в
виде

DCα1...αk
=
k(k − 1)

4
h(α1α2Cα3...αk) +

1

4
hβλCβλα1...αk

, (2.5.6)

где скобки означают полную симметризацию, а D — лоренц-ковариантный диффе-
ренциал

DCα1...αk
= dCα1...αk

+
k

2
ω(α1

γCγα2...αk) .

Полагая в (2.5.6) k = 0 и k = 2, имеем

DnC =
1

4
hn,

αβCαβ, (2.5.7)

DnCαβ =
1

2
hn,αβC +

1

4
hn,

γδCαβγδ . (2.5.8)

Используя полную симметрию по индексам Cαβγδ (то есть бесследовость), из (2.5.7)
и (2.5.8) получаем уравнение Клейна-Гордона для скалярного поля C(X)

�C ≡ DnDnC =
3

4
C . (2.5.9)

Аналогично, полагая k = 1 в уравнении (2.5.6), получаем уравнение Дирака

hn, αβDnC
β = 0 . (2.5.10)

Остальные поля мультиплета (2.5.2) выражаются с помощью (2.5.6) через производ-
ные от физических полей (2.5.4).

Калибровочное преобразование (2.3.5) действует на модуле Фока естественным
образом

δ|C(b|X)〉 = ε(a, b|X) ? |C(b|X)〉 . (2.5.11)

В частности, преобразование Лоренца калибровочной функции (2.4.8) действует как

|C(b|X)〉 → Λ(a, b|V ) ? |C(bα|X)〉 = |C(Vα
βbβ|X)〉 , (2.5.12)

где Λ(a, b|V ) определено в (2.4.9).
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Выбирая w0(a, b|X) в чисто калибровочном виде (2.4.1), находим общее локальное
решение для |C(b|X)〉

|C(b|X)〉 = g−1(a, b|X) ? |C(b|X0)〉 = g−1(a, b|X) ? C(b) ? |0〉〈0| , (2.5.13)

где |C(b|X0)〉 = C(b)? |0〉〈0| играет роль начальных данных. Смысл формулы (2.5.13)
состоит в следующем: при g(a, b|X0) = 1 в некоторой точке X = X0 она представляет
собой ковариантное разложение Тейлора в этой точке, восстанавливающее решение
через его производные, параметризованные функцией C(b) на массовой оболочке.
Заметим, что данная интерпретация имеет место для любой регулярной точки X0,
если переопределить калибровочную функцию

g(a, b|X) → g̃(a, b|X) = g−1(a, b|X0) ? g(a, b|X) . (2.5.14)

Это изменение не влияет на связность (2.3.7) и тетраду (2.3.8), но эффективно пере-
определяет функцию C(b)

|C(b|X)〉 = g̃−1(a, b|X) ? C̃(b) ? |0〉〈0| , C̃(b) ? |0〉〈0| = g−1(a, b|X0) ? C(b) ? |0〉〈0| .

Очевидно, что данный формализм не применим в точке X0, в которой решение
C(b|X) сингулярно. На практике наличие пространственно-временной сингулярно-
сти в некоторой точке X0 проявляется отсутствием соответствующей C̃(b) ? |0〉〈0|
(заметим, что звездочное произведение неполиномиальных функций необязатель-
но хорошо определено). Решение проблемы состоит в некотором переопределении
(2.5.14), которое соответствовало бы анализу в какой-то регулярной точке решения.

Развернутая форма безмассовых уравнений (2.5.6) явно конформно инвариант-
на, причем 3-мерная конформная алгебра sp(4) ∼ o(3, 2) образована различными
билинейными комбинациями осцилляторов (2.2.2). Конструкцию можно обобщить
на массивный случай, заменяя обычные осцилляторы aα, b

α на деформированные,
как это сделано в [46] (см. ссылки там же) или используя модуль Фока, как в [28] и
в данной статье, но с удвоенным числом деформированных осцилляторов. Заметим,
что в массивном случае в силу свойств деформированных осцилляторов конформная
алгебра sp(4), как и положено, нарушается до AdS 3 алгебры sp(2)⊕ sp(2). Соответ-
ствующая формулировка технически более сложна, поэтому случай произвольной
массы здесь не рассматривается.

В стандартном описании случай массивного скалярного поля в метрике БТЗ чер-
ной дыры (2.1.4) был впервые рассмотрен в [48, 49]. Решение уравнения

�C = m2C
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с определенной энергией E и угловым моментом L имеет вид

C(t, r, φ) = e−iEteiLφR(r) =
(
1− A(r)−1

)P+Q
2 A(r)−γf(r) , (2.5.15)

где

P = i
E − L

2(r+ − r−)
, Q = i

E + L

2(r+ + r−)
, m2 = 4γ(1− γ) (2.5.16)

и

f(r) = K1F (P +γ,Q+γ, 2γ;A(r)−1)+K2A(r)2γ−1F (P +1−γ,Q+1−γ, 2−2γ;A(r)−1)

а K1, K2 — произвольные константы интегрирования. A(r) определено в (2.1.10), а
F (a, b, c;x) — гипергеометрическая функция. Заметим, что подстановка γ → 1 − γ

меняет местами два независимых базисных решения. Согласно (2.5.9) в безмассовом
случае m2 = 3/4, а значит, γ = 1/4.

В оставшейся части главы будет показано, как воспроизвести в нашем подходе
известные результаты для безмассовых скалярного и спинорного полей в метрике
БТЗ черной дыры. Для того, чтобы выделить состояния с определенной энергией и
угловым моментом в мультиплете |C(b|X)〉, наложим следующие условия

εt ? |C(b|X)〉 = −iE|C(b|X)〉 , εφ ? |C(b|X)〉 = iL|C(b|X)〉 , (2.5.17)

где εt = g−1 ? ξt ? g , εφ = g−1 ? ξφ ? g — генераторы симметрии векторов Киллинга
БТЗ черной дыры ∂

∂φ
(2.1.15) и ∂

∂t
(2.1.16). Используя (2.5.13), перепишем (2.5.17) в

виде

ξt ? C(b) ? |0〉〈0| = −iEC(b) ? |0〉〈0| , ξφ ? C(b) ? |0〉〈0| = iLC(b) ? |0〉〈0| . (2.5.18)

Для дальнейшего анализа этих уравнений, определяющих C(b), необходимо знать
представление генераторов ξt и ξφ в звездочной алгебре. Оно будет найдено в следу-
ющем разделе.

Обратим внимание на следующее обстоятельство. Решение (2.5.15) сингулярно в
точке r = r+. Следовательно, его нельзя получить в рамках развернутого форма-
лизма, используя разложение в окрестности горизонта. Действительно, в разделе 2.7
будет показано, что уравнения (2.5.18), отвечающие разложению около r = r+, не
имеют регулярных по осцилляторам bα решений для C(b) и не могут интерпретиро-
ваться в терминах модуля Фока. Заметим, что, поскольку калибровочная функция
(2.4.3) регулярна на горизонте, сингулярность в решении следует из условия, что
оно имеет определенную энергию и угловой момент, и может отсутствовать, если это
условие ослабить.
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Чтобы увидеть, что калибровочная функция (2.4.3), действительно, отвечает раз-
ложению в окрестности горизонта, используя преобразование Лоренца, переведем ее
в единицу. По существу, согласно (2.4.8) и (2.5.13) преобразование Лоренца Λ(a, b|W2)

действует на g(a, b|W1,W2) как

g̃(a, b|W1,W2) = g(a, b|W1,W2) ? Λ−1(a, b|W2) = g(a, b|W1W2, 1)

и, следовательно,

g̃(a, b|W1(X0),W2(X0)) = 1 iff W1(X0)W2(X0) = 1 .

Выбор калибровочной функции (2.4.15) сHγ
δ = δγ

δ соответствует Sγδ = (HW1W2)γ
δ =

δγ
δ в точке X0 = {r = r+, t = 0, φ = 0}, принадлежащей горизонту. Действительно,

S0(X0)γ
δ = δγ

δ означает, что v0 = x0 = y0 = 0, u0 = 1, что соответствует точ-
ке r0 = r+, t0 = φ0 = 0. Чтобы избежать этой проблемы, мы используем преоб-
разование (2.4.15) и получаем (2.4.14). Теперь S(X0)γ

δ = δγ
δ в регулярной точке

X0 = {r0 > r+, t = 0, φ = 0}, кроме случая α = 1, β = 0, и возможен совместный раз-
вернутый анализ, по крайней мере, в некоторой ее окрестности. Параметрическая
регуляризация с α 6= 1 и β 6= 0 необходима для промежуточных вычислений (см.
приложение II.b), тогда как предел α→ 1, β → 0 будет взят в окончательном выра-
жении для C(b|X). Напомним, что неопределенность в Hγ

δ не влияет на связность
БТЗ черной дыры (2.3.19), (2.3.20).

2.6 Звездочная реализация векторов Киллинга в AdS 3

Любой вектор Киллинга ∂
∂ζ

пространства AdS 3 является линейной комбинацией Jab

(2.1.14), то есть,
∂

∂ζ
= ΩabJab , (2.6.1)

где Ωab = −Ωba — некоторые константы. В звездочной алгебре вектору Киллинга
соответствует генератор глобальной симметрии ξ, принадлежащий алгебре sp(2) ⊕
sp(2), то есть,

ξ = (κ1)
αβLαβ + (κ2)

αβPαβ (2.6.2)

с некоторыми постоянными матрицами κ1 и κ2. Чтобы найти ξt и ξφ, соответству-
ющие векторам Киллинга метрики БТЗ ∂

∂t
и ∂

∂φ
, вычислим действие генераторов

Lαβ и Pαβ на скалярном поле на массовой оболочке. При этом будем использовать
калибровочную функцию (2.4.15) с Sαβ (2.4.14).
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Введем производящие параметры ξL = (κ1)
αβLαβ для генератора преобразова-

ний Лоренца и ξP = (κ2)
αβPαβ — для генератора AdS -трансляций. Используя (2.4.2),

(2.4.3), (2.5.11) и уравнения движения, нетрудно получить (подробности см. в при-
ложении II.a)

δLC(X) =
1

2
(κ1)

αβLαβ,n∂nC(X) (2.6.3)

и
δPC(X) = (κ2)

αβPαβ,n∂nC(X) , (2.6.4)

где

Pαβ,n = ∂nSαγSβ
γ − ∂nSγαS

γ
β , Lαβ,n =

1

2
(∂nSαγSβ

γ + ∂nSγαS
γ
β) . (2.6.5)

Подставляя (2.4.14) в (2.6.5) и сравнивая получившиеся выражения с векторами Кил-
линга пространства AdS (2.1.14), имеем

Lγδ =

(
αβ(J12 − J03)− α2J23 − β2J01 + J02 −αβ(J01 + J23)− α2J03 + β2J12

−αβ(J01 + J23)− α2J03 + β2J12 αβ(J12 − J03)− α2J23 − β2J01 − J02

)
,

Pγδ = 2

(
αβ(J12 − J03)− β2J23 − α2J01 + J13 −αβ(J01 + J23)− β2J03 + α2J12

−αβ(J01 + J23)− β2J03 + α2J12 αβ(J12 − J03)− β2J23 − α2J01 − J13

)
.

(2.6.6)
Отсюда следует, что компоненты J03 и J12, входящие в векторы Киллинга метрики
БТЗ (2.1.15) и (2.1.16), имеют вид

J03 = −1

4
τ γδ1 Pγδ −

1

2
τ γδ2 Lγδ , (2.6.7)

J12 =
1

4
τ γδ2 Pγδ +

1

2
τ γδ1 Lγδ , (2.6.8)

где

τ γδ1 =

(
−αβ β2

β2 −αβ

)
, τ γδ2 =

(
−αβ α2

α2 −αβ

)
. (2.6.9)

Заметим, что матрицы τ1 и τ2 удовлетворяют соотношениям
1

2
τ1 γδτ

γδ
1 = β2,

1

2
τ2 γδτ

γδ
2 = α2, τ1 γδτ

γδ
2 = 0,

τ γδ2 − τ γδ1 =

(
0 1

1 0

)
.

Таким образом, осцилляторное представление векторов Киллинга метрики БТЗ в
реализации модуля Фока имеет вид

ξt =
1

2
(r−τ

γδ
1 + r+τ

γδ
2 )Lγδ +

1

4
(r+τ

γδ
1 + r−τ

γδ
2 )Pγδ , (2.6.10)

ξφ = −1

2
(r+τ

γδ
1 + r−τ

γδ
2 )Lγδ −

1

4
(r−τ

γδ
1 + r+τ

γδ
2 )Pγδ . (2.6.11)
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2.7 Явные решения для безмассовых полей

Зная осцилляторную реализацию векторов Киллинга метрики БТЗ (2.6.10), (2.6.11),
перепишем уравнения (2.5.18) на производящую функцию для поля с определенной
энергией и угловым моментом в виде

(τ2 − τ1)
γδ(L− 1

2
P )γδ ? C(b) ? |0〉〈0| = −4PC(b) ? |0〉〈0| , (2.7.1a)

(τ2 + τ1)
γδ(L+

1

2
P )γδ ? C(b) ? |0〉〈0| = −4QC(b) ? |0〉〈0| , (2.7.1b)

где P и Q определены в (2.5.16). Пусть

bα = (p, q) . (2.7.2)

Тогда система (2.7.1) сводится к двум дифференциальным уравнениям второго по-
рядка

(p ∂p − q ∂q + p q − ∂p∂q)C(p, q) = −4PC(p, q), (2.7.3)

− αβ
(
∂p∂p + ∂q∂q + p2 + q2 + 2p ∂q − 2q ∂p

)
C(p, q)

+ (α2 + β2) (p ∂p − q ∂q + ∂p∂q − p q)C(p, q) = −4QC(p, q). (2.7.4)

Заметим, что случай α = 1, β = 0 вырожден, поскольку сумма уравнений (2.7.3) и
(2.7.4) сводится к уравнению первого порядка. В результате система не имеет регу-
лярных по bα решений. Действительно, в этом случае из (2.7.3) и (2.7.4) следует, что
(p∂p− q∂q)C(p, q) = −2(P +Q)C(p, q), и поэтому C(p, q) = p−2(P+Q)χ(pq) не регулярна
по осцилляторам bα для физических значений P и Q.

При помощи подстановки C(p, q) = ep qf(p, q) уравнение (2.7.3) сводится к

(∂p∂q + 2q ∂q)f(p, q) = (4P − 1)f(p, q) . (2.7.5)

Его решение можно представить в виде

f(p, q) =

∞∫
−∞

e−
α
4β
s2g(s)eps(

s

2
+ q)2P− 1

2ds , (2.7.6)

где g(s) — произвольная функция. Подставляя (2.7.6) в (2.7.4), получаем дифферен-
циальное уравнение на g(s)

αβg′′(s)− 1

2
sg′(s)− (Q+

1

4
)g(s) = 0, (2.7.7)
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которого является вырожденным гипергеометрическим уравнением. Общее решение
можно написать в интегральной форме как суперпозицию двух базисных решений

∞∫
0

w2Q− 1
2 e−αβw

2+swdw и
∞∫

0

w2Q− 1
2 e−αβw

2−swdw . (2.7.8)

Интегралы, очевидно, сходятся, поскольку αβ > 0 и ReQ > −1
4
.

Обозначим общее решение (2.7.7)∫
w2Q− 1

2 e−αβw
2+swdw , (2.7.9)

понимая под этим линейную комбинацию интегралов

∞∫
0

w2Q− 1
2 e−αβw

2+swdw и
0∫

−∞

w2Q− 1
2 e−αβw

2+swdw . (2.7.10)

Заметим, что, несмотря на многозначность второго интеграла в (2.7.10), неопреде-
ленность, выражающаяся в виде произвольного постоянного фазового множителя,
всегда может быть включена в константу интегрирования.

Используя g(s) из (2.7.9) и делая замену переменной интегрирования s → s− 2q

в (2.7.6), получаем производящую функцию в виде

C(p, q) = e−p q
∞∫

−∞

ds

∫
dw e−

α
4β

(s−2q)2−αβw2+(s−2q)w+sps2P− 1
2w2Q− 1

2

=

∞∫
−∞

ds

∫
dw emγδb

γbδ+nγbγe−αβw
2+sw− α

4β
s2s2P− 1

2w2Q− 1
2 , (2.7.11)

где

mγδ =

(
0 −1

2

−1
2
−α
β

)
, nγ = (s,

α

β
s− 2w).

Используя (2.7.11) и (2.4.15), вычислим производящую функцию (2.5.13), переопре-
делив переменную интегрирования βw → w и положив в конце α = 1, β = 0. С
точностью до постоянного множителя, имеем следующее интегральное представле-
ние для производящей функции C(b|X) (см. приложение II.b):

C(b|t, r, φ) = e−iEteiLφA(r)−Q−
1
2 (1− A(r)−1)

P+Q
2 e−b

1b2

∞∫
−∞

ds

∫
dw s2P− 1

2w2Q− 1
2

× exp

(
−s

2

4
− w2

4A(r)
+

sw

2A(r)
+ µ(r)sb1 − η(r)wb2

)
, (2.7.12)
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где A(r), µ(r), η(r) определены в (2.1.10) и (2.3.17), соответственно. Заметим, что,
как уже обсуждалось в разделе 2.5 и в начале этой главы, данный формализм не
позволяет положить α = 1, β = 0 в C(b) до выполнения звездочного умножения с
g−1(a, b|W1,W2).

По построению производящая функция (2.7.12) содержит решения для безмассо-
вых полей в метрике БТЗ черной дыры вместе со всеми их производными на массо-
вой оболочке в виде коэффициентов разложения по степеням осцилляторов bα. Ис-
пользуя стандартное интегральное представление для гипергеометрической функции
(см., например, [54]), перепишем производящую функцию (2.7.12) в виде

C(b|t, r, φ) = e−iEteiLφ(1− A−1)
P+Q

2 A−
1
4

∞∑
m=0

∞∑
n=0

µm(−η)n

m!n!
A

n
2 (b1)m(b2)ne−b

1b2

×
[
K1F

(
P +

2m+ 1

4
, Q+

2n+ 1

4
,
1

2
;A−1

)
+K2A

− 1
2F

(
P +

2m+ 3

4
, Q+

2n+ 3

4
,
3

2
;A−1

)]
,

(2.7.13)

где K1, K2 — произвольные константы интегрирования, а P,Q определены в (2.5.16).
Как уже было сказано в разделе 2.5, скалярное поле описывается функцией C(0|X)

(2.5.4). Таким образом, из (2.7.13) имеем

C(t, r, φ) = e−iEteiLφ
(
1− A−1

)P+Q
2 A−

1
4

×
[
K1F

(
P +

1

4
, Q+

1

4
,
1

2
;A−1

)
+K2A

− 1
2F

(
P +

3

4
, Q+

3

4
,
3

2
;A−1

)]
,

(2.7.14)

Этот результат совпадает с решением уравнения (2.5.9) для безмассового скаляра в
метрике БТЗ черной дыры, первоначально найденным в [48, 49] для поля произволь-
ной массы.

Аналогично, из (2.7.13) сразу получаем решение для спинорного поля Cα(X)

(2.5.4)

Cα(t, r, φ) = e−iEteiLφ
(
1− A−1

)P+Q
2 A−

1
4 (K1 ψ1α +K2 ψ2α), (2.7.15)

где

ψ1 =

(
µF
(
P + 3

4
, Q+ 1

4
, 1

2
;A−1

)
−(Q+ 1

4
)ηF

(
P + 3

4
, Q+ 5

4
, 3

2
;A−1

) )
и

ψ2 =

(
(P + 1

4
)µA−

1
2F
(
P + 5

4
, Q+ 3

4
, 3

2
;A−1

)
−ηA 1

2F
(
P + 1

4
, Q+ 3

4
, 1

2
;A−1

) )
.
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Различный выбор функций µ(r), η(r) (2.3.17) параметризует различные лоренцевы
калибровки в общем решении уравнения Дирака (2.5.10) с определенной энергией E
и угловым моментом L в метрике БТЗ черной дыры. Заметим, что наша калибровка
отличаются от используемой в [50, 52].

2.8 Экстремальная БТЗ черная дыра

Точные решения уравнений Клейна-Гордона и Дирака в поле экстремальной БТЗ
черной дыры были впервые найдены в [55] и [56]. В экстремальном случае (M = |J |)
оба горизонта совпадают, и уже нельзя пользоваться параметризацией (2.1.9). Как
и прежде, БТЗ связность w0(a, b|X) выражается через калибровочную функцию
g(a, b|W1,W2), но теперь координаты Xa параметризованы иначе (см. [44]). В экстре-
мальном случае вектор Киллинга, отвечающий за факторизацию (2.1.13), содержит
дополнительные члены, от которых нельзя избавиться SO(2, 2) преобразованиями

∂

∂φ
= −λr+J12 + λr−J03 + J13 − J23. (2.8.1)

Следовательно, система уравнений (2.7.1) имеет другой вид. К счастью, для того
чтобы получить решения в экстремальном случае, не нужно решать эти уравнения
снова. Как было отмечено, например, в [57], можно просто перейти к пределу в общих
решениях (2.7.14) и (2.7.15). А именно: произведение

A−1P = κ = i
(E − L)(r+ + r−)

2(r2 − r2
−)

регулярно в пределе r+ → r− (P определено в (2.5.16)). Подставим теперь A−1 = κ
P

в (2.7.14), (2.7.15) и рассмотрим предел r+ → r− или, другими словами, P → ∞.
Результат может быть представлен в терминах функций Уиттакера Mp,q(x) [58].

Для безмассового скаляра имеем

C(t, r, φ) = e−iEteiLφ
(
K1M−Q,− 1

4
(κe) +K2M−Q, 1

4
(κe)

)
, (2.8.2)

где

κe = i
(E − L) re
r2 − r2

e

(2.8.3)

и re — горизонт экстремальной БТЗ черной дыры. Легко убедиться, что это решение
действительно удовлетворяет конформному уравнению Клейна-Гордона, записанно-
му в метрике экстремальной черной дыры.

Для безмассового спинора имеем

Cα(t, r, φ) = e−iEteiLφ(K1 ψ1α +K2 ψ2α), (2.8.4)
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где

ψ1 =

(
µM−Q,− 1

4
(κe)

−(Q+ 1
4
)ηκ−

1
2

e M−Q, 1
4
(κe)

)
и ψ2 =

(
µM−Q, 1

4
(κe)

−ηκ−
1
2

e M−Q,− 1
4
(κe)

)
,

а K1, K2 — произвольные константы.

2.9 Симметрии безмассовых полей в метрике БТЗ

черной дыры

Любое вакуумное решение (2.3.1) уравнения (2.3.2) нарушает локальную симметрию
высших спинов до глобальной, порождаемой подалгеброй стабильности с парамет-
ром ε0(a, b|X), удовлетворяющим (2.3.6). Граничные условия БТЗ (2.1.13) сужают
пространство решений (2.3.6), таким образом, представляя собой (нелокальный) ме-
ханизм спонтанного нарушения симметрии. Другими словами, только те симметрии
остаются глобально определенными при факторизации (2.1.13), которые коммутиру-
ют с вектором Киллинга ξφ, отвечающим за отождествление,

[ξ(a, b), ξφ]? = 0 , (2.9.1)

где ξ(a, b) — производящий параметр в уравнении (2.4.2). Пространства решений
(2.9.1) различны для общего случая и случая экстремальной черной дыры. Поэтому
рассмотрим их независимо.

Начнем с общего случая r2
+−r2

− > 0 и вектора Киллинга ∂
∂φ

, заданного в (2.1.15) и
имеющего звездочную реализацию ξφ (2.6.11). Для согласования результатов с (2.4.3)
положим α = 1 и β = 0 так, что

ξφ = −1

2
r−τ

γδLγδ −
1

4
r+τ

γδPγδ , τ γδ =

(
0 1

1 0

)
. (2.9.2)

При решении уравнения (2.9.1) удобнее перейти к новому базису осцилляторов pα,
qβ

p1 =
1√
2
(a1 + b1) , p2 =

1√
2
(a1 − b1) ,

q1 =
1√
2
(a2 − b2) , q2 =

1√
2
(a2 + b2) (2.9.3)

удовлетворяющих коммутационным соотношениям

[pα, pβ]? = [qα, qβ]? = 0 , [pα, q
β]? = δα

β , (2.9.4)
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так что параметр ξφ имеет следующий простой вид

ξφ = −1

2
Aα

βpβq
α , Aα

β =

(
r+ + r− 0

0 r− − r+

)
. (2.9.5)

Заметим, что поскольку коммутационные соотношения не изменились, для звездоч-
ного произведения, как и прежде, можно использовать формулу (2.2.4) с заменой a

и b на p и q, соответственно.
Из уравнения (2.9.1) следует (принимая во внимание (II.b.1))

Aα
β
(
pβ

∂

∂pα
+ qα

∂

∂qβ

)
ξ(p, q) = 0 . (2.9.6)

Искомые инфинитезимальные симметрии высших спинов соответствуют локальным
преобразованиям с конечным числом пространственно-временных производных. Со-
ответствующие производящие параметры симметрии ξ(p, q) описываются полиноми-
альными по осцилляторам функциями. Класс полиномиальных решений (2.9.1) ха-
рактеризуется параметром

σ =
r+ + r−
r+ − r−

. (2.9.7)

Имеем следующие случаи.

• σ /∈ N

Для любого положительного нецелого σ общее решение (2.9.6) имеет вид

ξ(p, q) =
∑

Rmn(q1p2)
m(q2p1)

n ∼
∑

R̃mn(ξφ)
m(ξt)

n , (2.9.8)

где Rmn — произвольные постоянные. Заметим, что конформная алгебра sp(4), за-
данная различными билинейными комбинациями осцилляторов (2.9.3), нарушена до
u(1)⊕u(1) подалгебры, состоящей из векторов Киллинга БТЗ ξφ и ξt (эквивалентно,
q1p2 и q2p1).

• σ = 2, 3, . . .

В случае положительных целых σ выживает более широкий класс симметрий высших
спинов. Общее решение (2.9.6) имеет вид

ξ(p, q) =
∑

Rn1n2m1m2(q1p2)
n1(q2p1)

n2(p1p
σ
2 )m1(q1q

σ
2 )m2 . (2.9.9)

Конформная алгебра sp(4) по-прежнему нарушена до u(1)⊕u(1). Условие σ = 2, 3, . . .

имеет вид некоторого квантования массыM в терминах углового момента J , посколь-
ку σ =

√
M+Jλ
M−Jλ . В этом случае ρ+ = (ρ−)σ, то есть один из операторов голономии,

участвующих в факторизации пространства AdS, является целой степенью другого5.
5Мы признательны С. Карлипу, обратившему наше внимание на этот факт.
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• σ = 1

Это случай невращающейся черной дыры J = 0. Полиномиальные решения для
ξ(p, q) имеют вид

ξ(p, q) =
∑

Rm1m2n1n2(q1p2)
m1(q2p1)

m2(p1p2)
n1(q1q2)

n2 . (2.9.10)

Этот случай выделен тем, что выживает большая часть конформных симметрий.
Остаточные симметрии порождены билинейными комбинациями вида q1p2, q2p1, p1p2,
q1q2, что изоморфно алгебре gl(2). Помимо векторов Киллинга БТЗ она содержит
генераторы специальных конформных преобразований, порожденных b1b1 и b2b2.

Рассмотрим теперь экстремальный случай. Вектор Киллинга экстремальной чер-
ной дыры (r− = r+ = re), отвечающий за факторизацию, приведен в (2.8.1). Исполь-
зуя (2.6.6) и снова полагая α = 1, β = 0, имеем для ξφ в терминах осцилляторов
p, q

ξφ = −rep1q2 +
1

2

(
(p1)

2 − (q1)
2
)
. (2.9.11)

Выполнив простые звездочные вычисления, перепишем (2.9.1) в виде

re

(
p2 ∂

∂p2
− q1 ∂

∂q1

)
ξ − p2 ∂ξ

∂q1
+ q2 ∂ξ

∂p1
= 0 . (2.9.12)

Случаи re 6= 0 и re = 0 (то есть, M = J = 0) требуют отдельного рассмотрения.

• re 6= 0

Выпишем общее решение уравнения (2.9.12) в классе полиномов

ξ(p, q) =
∑

Rmn(p1)
m(2req2 − p1)

m(q1)
n . (2.9.13)

Заметим, что, помимо стандартной u(1) ⊕ u(1) симметрии, порожденной векторами
Киллинга ξt и ξφ, экстремальная черная дыра имеет один спинор Киллинга, порож-
денный q1, что согласуется с [59], где была обнаружена суперсимметрия экстремаль-
ной черной дыры.

• re = 0

В случае “вакуумной” черной дыры M = J = 0 получаем максимальное число су-
персимметрий и общее решением для ξ(p, q) вида

ξ(p, q) =
∑

Rmnk(p1)
m(q1)

n(q1q2 + p1p2)
k . (2.9.14)
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Имеются две суперсимметрии [59], порожденные p1 и q1, и часть конформных сим-
метрий p1p1, q1q1, q1p1, q1q2 +p1p2, изоморфные E2⊕u(1), где E2 — алгебра движений
двумерной евклидовой плоскости.

Заметим, что в нашем подходе формулы законов преобразований симметрий на-
ходятся элементарно. Для любого производящего параметра ξ(a, b) соответствующий
генератор симметрии (2.4.2) получается в результате дифференцирования произво-
дящего параметра (II.a.1) (см. приложение II.a) по источникам µα, ηβ.

2.10 Заключительные замечания

В данной главе было показано, что БТЗ черная дыра может быть точно описана в
рамках формализма звездочной алгебры, лежащего в основе современной нелиней-
ной калибровочной теории высших спинов. Удовлетворяя условию нулевой кривиз-
ной в алгебре o(2, 1) ⊕ o(2, 1), БТЗ черная дыра, тем самым, оказывается точным
решением нелинейной теории высших спинов в трех измерениях. Также показано,
как данный формализм позволяет решать свободные полевые уравнения в метрике
черной дыры.

Найдены остаточные пространственно-временные симметрии и симметрии выс-
ших спинов безмассовых полей в поле БТЗ черной дыры. В случае M > 0 неэкстре-
мальной БТЗ черной дыры конформная алгебра o(3, 2) ∼ sp(4) оказывается нару-
шенной до u(1)⊕u(1) подалгебры, построенной из векторов Киллинга БТЗ, в случае
J > 0 и до gl(2) в случае J = 0, соответственно. При σ =

√
M+Jλ
M−Jλ = 1, 2, . . . остаточ-

ных симметрий высших спинов становится больше. У нас нет какой-либо физической
интерпретации этого явления. Анализ экстремальной черной дыры воспроизводит
уже известные результаты, касающиеся структуры (супер)симметрий пространства-
времени, и определяет симметрию высших спинов.

Результаты данной главы основаны на работе [101].
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Глава 3

Развернутая формулировка AdS4

черной дыры

Эта глава посвящена бескоординатному описанию четырехмерных черных дыр Эйн-
штейна–Максвелла в рамках развернутой формулировки. Содержание главы основа-
но на работе [102], в которой мы показали, что черная дыра Керра в четырёхмерном
AdS пространстве может быть описана в рамках развернутой формулировки на ос-
нове уравнений для вектора Киллинга и его ковариантной производной (поле Папа-
петру). Было явно показано, что развернутая система для AdS4 черной дыры Керра
получается из уравнения для AdS4 параметра глобальной симметрии путем простого
переопределения полей. Основной мотивацией данной главы является разработка и
расширение развернутого формализма [102] для более широкого класса черных дыр,
включающих электрический заряд и НУТ-параметр.

Такой подход хорошо приспособлен для построения чернодырного решения в 4d

калибровочной теории высших спинов, которая сформулирована на твисторном язы-
ке [60, 13, 33] (см. также обзоры по теории высших спинов [62, 63, 64, 65]). В [102] мы
показали, что, по крайней мере на свободном уровне, черная дыра имеет естествен-
ное обобщение на высшие спины. Естественный вопрос для дальнейшего анализа –
появятся ли нелинейные поправки при включении взаимодействия? Чтобы изучать
этот интересный вопрос, необходимо иметь описание классических черных дыр в ду-
хе развернутой формулировки теории высших спинов [60, 13, 33]. В этой главе мы
покажем, что такая формулировка действительно возможна.

Мы надеемся, что полученные в этой главе результаты сами по себе представля-
ются важными для приложений в физике черных дыр. В частности, то что широ-
кий класс черных дыр описан в координатно–независимой форме позволяет легко
выписывать метрику в любых нужных координатах. Более того, выбирая нужным
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образом некоторые свободные параметры интегрирования можно свести метрику к
виду Керра-Шилда, двойного Керра-Шилда или к “обобщенному” виду Картера-
Плебанского в зависимости от числа параметров (“волос”), характеризующих черную
дыру.

В основе метода [102], с помощью которого была получена развернутая форму-
лировка AdS4 черной дыры Керра, лежат следующие известные факты из теории
черных дыр [66]:

• Четырехмерная черная дыра теории Эйнштейна принадлежит типу D по Пет-
рову. В асимптотически плоском пространстве–времени её тензор Римана устро-
ен из производной вектора Киллинга (поле Папапетру).

• Анзац Керра-Шилда сводит нелинейные уравнения Эйнштейна к линейным
уравнениям Паули–Фирца, как в плоском пространстве, так и в AdS.

В [102], в рамках спинорного подхода, первое свойство было обобщено для случая
AdS4 черной дыры, что привело к описанию тензора Вейля AdS4 черной дыры Керра
в терминах AdS4 поля Папапетру. Далее было показано, что представление Керра-
Шилда AdS4 черной дыры возникает из AdS4 вектора Киллинга с помощью специ-
альных проекторов. Это позволило нам описать черную дыру Керра в AdS4 ковари-
антном виде через переопределение полей входящих в уравнение AdS4 ковариантного
постоянства параметра глобальной симметрии.

В данной главе мы следуем идее [102] о том, что уравнение на параметр глобаль-
ной симметрии AdS4

D0KAB = 0 , D2
0 = 0 , (3.0.1)

где1 KAB(x) = KBA(x) – параметр AdS4 глобальной симметрии, A,B = 1, . . . , 4 – AdS4

спинорные индексы и D0 – AdS4 ковариантный дифференциал, допускает парамет-
рическую деформацию, приводящую к еще более широкому классу черных дыр. От-
личием является использование вектора Киллинга и поля Максвелла без источника
при переписывании (3.0.1), а не поля Папапетру как в [102]. Такое переопределение
оказывается очень удобным и учитывает тот факт, что все четырехмерные черные
дыры Эйнштейна–Максвелла имеют тензор Вейля состоящий из вакуумного тензо-
ра Максвелла. Мы покажем, что простая совместная деформация уравнения (3.0.1),
сохраняющая у системы вектор Киллинга и тензор Максвелла без источника, при-
водит к кривизне типа D по Петрову, причем тензор Риччи определяется тензором

1обозначения собраны в приложении III.
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энергии–импульса электромагнитного поля заряда черной дыры и постоянной ска-
лярной кривизной пространства AdS4 (Λ = −3λ2). В результате, система содержит
три вещественных параметра M∈ C и q ∈ R вместо одного действительного в [102],
отвечающего за массу решения Керра. Мы покажем, что Re M и Im M отвечают
за чернодырные2 массу и НУТ-заряд, соответственно, а q = 2(e2 + g2), где e и g –
электрический и магнитный заряды, соответственно.

Полученная развернутая система описывает так называемое семейство решений
Картера-Плебанского [67, 68, 69], которое помимо действительных параметров кри-
визны ReM, ImM, q, и λ, содержит две кинематические константы: угловой момент
a и некоторый дискретный параметр ε. Мы показываем, что эти кинематические па-
раметры возникают в развернутой чернодырной системе (РЧС) как два инварианта
(два первых интеграла)

C2 =
1

4
KABK

AB , C4 =
1

4
Tr(K4) (3.0.2)

AdS4 алгебры sp(4) и являются модулями, характеризующими вакуумную разверну-
тую систему. Например, статической черной дыре отвечают

C4 = C2
2 . (3.0.3)

Чтобы получить явные выражения для метрики, соответствующей развернутым урав-
нениям и убедится в том, что она действительно принадлежит классу Картера-
Плебанского, мы используем эффективный метод интегрирующего потока, аналогич-
ный методу развитому в [46, 33] для нелинейных уравнений высших спинов. Приме-
няя требование совместности [∂χ, d] = 0 к РЧС, где χ – деформационные параметры
и d – пространственно-временной дифференциал де Рама, мы получаем дифферен-
циальные уравнения первого порядка по параметрам χ для всех полей входящих в
систему, то есть тетрады, вектора Киллинга и так далее. Полученные уравнения для
потоков легко интегрируются с начальными условиями M = 0,q = 0 отвечающим
AdS4 вакууму, приводя к координатно-инвариантному описанию общего семейства
метрик Картера-Плебанского.

Дальнейший материал излагается в следующем порядке. В разделе 3.1 мы ре-
зюмируем основные результаты полученные в этой главе. В разделе 3.2 на языке
формализма Картана описывается теория гравитации Эйнштейна, что является наи-
более подходящим способом описания для дальнейшего анализа. В разделе 3.3 мы

2Термин черная дыра, постоянно используемый в данной главе, строго говоря является жар-
гонным, поскольку мы не заботимся о том, чтобы параметры решения принадлежали допустимой
области, определяемой отсутствием голых сингулярностей.
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переписываем уравнение для вектора Киллинга в AdS4 в развернутой форме. За-
тем изучаются его свойства, такие как существование первых интегралов, дискрет-
ной симметрии, а также четырех векторов Керра-Шилда. В частности, в подразделе
3.3.4 обсуждаются sp(4) инварианты алгебры симметрии AdS4 в связи с симметри-
ями Киллинга системы. Развернутая система для общей черной дыры получается
после параметрической деформации исходной AdS4 развернутой системы в разделе
3.4. Мы показываем, что РЧС наследует много свойств и симметрий, относящихся к
недеформированной системе. Показано, что она выражает тензор Вейля в терминах
поля Максвелла, тем самым, автоматически делая его типом D по Петрову. В под-
разделе 3.4.1 перечислены некоторые полезные свойства полученных развернутых
уравнений. В разделе 3.5 мы используем технику интегрирующего потока, чтобы по-
лучить дифференциальные уравнения первого порядка по параметрам деформации,
которые описывают общее чернодырное решение. Подробности вывода уравнений ин-
тегрирующих потоков описаны в подразделе 3.5.1. Интегрирование этих уравнений с
AdS4 начальными условиями проведено в разделе 3.6, приводя к AdS4 ковариантно-
му и координатно-независимому описанию метрики черной дыры. В разделе 3.7 мы
используем некоторую конкретную систему координат AdS4 пространства-времени
и его развернутой системы, чтобы потом, в разделе 3.8 воспроизвести канонический
вид метрики Картера-Плебанского и отождествить модули РЧС с физическими па-
раметрами черной дыры. Раздел 3.9 посвящен решениям чернодырного типа для
безмассовых бозонных полей, которые естественно возникают в РЧС. Раздел 3.10
содержит обсуждение полученных результатов. Используемые обозначения собраны
в приложении III. Для удобства, в приложении IV основные развернутые уравнения
выписаны в векторных обозначениях.

3.1 Основные результаты

Основной результат данной главы – развернутая формулировка общей AdS4 чер-
ной дыры Эйнштейна–Максвелла. Эта формулировка не зависит от выбора коор-
динат пространства–времени. Модули решений состоят из четырех вещественных
параметров M, N и q, являющихся, соответственно, массой черной дыры, ее НУТ-
зарядом и комбинацией электрического и магнитного зарядов. Преобразования из
o(3, 2) ∼ sp(4,R) действуют на параметры чернодырного решения – сдвиги трёх ко-
ординат ее положения, три Лоренц–буста (то есть скорости) и два угла, задающих
направление плоскости вращения. Два инварианта AdS4 преобразований параметри-
зуют кинематические параметры черной дыры – ее угловой момент на единицу массы
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a и параметр Картера-Плебанского ε. Нормировка последнего к ε = ±1 или 0 задает
масштаб параметров кривизны черной дыры M, N и q. Заряд q = 2(e2 + g2) воз-
никает, как некоторый внутренний u(1)-инвариант, а электромагнитная дуальность
смешивает M ↔ N и e↔ g.

Чтобы воспроизвести черную дыру общего вида используется идея [102], согласно
которой, черная дыра возникает в результате деформации условия ковариантного
постоянства AdS4 параметра глобальной симметрии (3.0.1). Как было показано в
[70], любое решение (3.0.1) описывает некоторую симметрию AdS4. В частности, из
него возникает вектор Киллинга (см., например, [64]).

В самом деле, в терминах двух–компонентных спиноров KAB имеет следующий
вид (см. приложение III)

KAB =

(
λ−1καβ Vαβ̇
Vβα̇ λ−1κ̄α̇β̇

)
, (3.1.1)

где λ – обратный AdS радиус и Vαα̇ – некоторый вектор. Из (3.0.1) и (3.1.1) следует,
что Vαα̇ удовлетворяет условию

DVαα̇ =
1

2
hγα̇κγα +

1

2
hα

γ̇κ̄α̇γ̇ , (3.1.2)

гдеD – дифференциал Лоренца и hαα̇ – 1-форма AdS4 тетрады. Как следствие (3.1.2),
получаем3

Dαα̇Vαα̇ = 0 , Dαα̇V
αα̇ = 0 , (3.1.3)

что в тензорных обозначениях эквивалентно

DiVj +DjVi = 0 . (3.1.4)

Условие (3.1.4) означает, что Vαα̇ вектор Киллинга. Уравнение (3.0.1) не наклады-
вает больше никаких дополнительных условий и равносильно (3.1.4) вместе с AdS4

условием нулевой кривизны D2
0 = 0. Поля καα и κ̄α̇α̇ отвечают (анти)-самодуальным

частям 2-формы Киллинга4 κij = DiVj (i, j = 1, . . . , 4 – мировые индексы).
Заметим, что система (3.0.1), которую можно понимать в компонентах (3.1.1),

представляет собой простейший пример развернутых уравнений. В разделе 3.4 мы
покажем, что простая совместная деформация условия (3.0.1) приводит к некото-
рой развернутой системе Киллинга–Максвелла и описывает геометрию Картера-
Плебанского.

3Индексы обозначенные одной буквой подразумеваются симметризованными.
4Легко проверить, что она является замкнутым тензором Киллинга–Яно. Заметим, что обрат-

ное утверждение, вообще говоря, неверно, то есть вектор построенный по замкнутому тензору
Киллинга–Яно не обязательно есть вектор Киллинга.
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Чтобы воспроизвести метрику в явном виде, мы показываем, что (3.0.1) порож-
дает четыре вектора Керра-Шилда, устроенных из компонент (3.1.1) в координатно-
независимом виде. Два из них ki и ni – вещественны

kik
i = nin

i = 0 , kiDikj = niDinj = 0 , (3.1.5)

а другие два комплексно сопряжены друг другу и ортогональны к ki и ni

l−+
i l−+i = l+−i l+−i = 0 , l−+iDil

−+
j = l+−iDil

+−
j = 0 . (3.1.6)

Их явная реализация в терминах AdS4 полей KAB будет дана в разделе 3.3. Кроме
того, введем следующие лоренцевы скаляры

G =
λ2

√
−κ2

, Ḡ =
λ2

√
−κ̄2

, (3.1.7)

где5 καβκβ
γ = κ2εαγ. Таким образом, определим “канонические скаляры”6 как

2r =
1

G
+

1

Ḡ
, 2iy =

1

Ḡ
− 1

G
. (3.1.8)

Анализ развернутых уравнений и интегрирование уравнений первого порядка для
интегрирующих потоков в разделе 3.6 приводит к решению, описывающее общую
черную дыру Эйнштейна–Максвелла в AdS4 пространстве–времени в следующем бес-
координатном виде

ds2 = ds2
0 +

2Mr − q
2

r2 + y2
(α1(r)kidx

i + α2(r)nidx
i)2 −

2Ny + q
2

r2 + y2
(β1(y)l

+−
i dxi + β2(y)l

−+
i dxi)2

+ 4α1(r)α2(r)
r2 + y2

∆r∆̂r

(2Mr − q

2
)dr2 − 4β1(y)β2(y)

r2 + y2

∆y∆̂y

(2Ny +
q

2
)dy2, (3.1.9)

где α1(r), α2(r) и β1(y), β2(y) подчинены связям

α1(r) + α2(r) = 1, β1(y) + β2(y) = 1 (3.1.10)

и в остальном произвольны, параметризуя некоторый калибровочный произвол, ds2
0

– метрика фона AdS4, а ∆̂r и ∆̂y – полиномы вида

∆̂r = 2Mr + r2(λ2r2 + I1) +
1

2
(−q +

I2
2

), (3.1.11)

∆̂y = 2Ny + y2(λ2y2 − I1) +
1

2
(q +

I2
2

), (3.1.12)

5Обозначения, используемые в этой главе см. в приложении III.
6Причина такого названия в том, что в некоторой координатной системе скаляры r и y совпадают

с каноническими координатами введенными Картером в [68].
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и
∆r = ∆̂r

∣∣∣
M,N,q=0

= r2(λ2r2 + I1) +
1

4
I2 , (3.1.13)

∆y = ∆̂y

∣∣∣
M,N,q=0

= y2(λ2y2 − I1) +
1

4
I2 , (3.1.14)

здесь I1, I2 являются первыми интегралами (3.0.1) и связаны с инвариантами (3.0.2)
соотношениями

C2 = I1 , C4 = I2
1 + λ2I2 . (3.1.15)

Заметим, что, вообще говоря, метрика (3.1.9) комплексная. Её условие вещественно-
сти фиксирует

β1 = β2 =
1

2
. (3.1.16)

Тем не менее, иногда может оказаться удобным использование комплексной метрики
(например, чтобы воспроизвести двойное представление Керра-Шилда [69]).

Поле Максвелла черной дыры F = dA генерируется 1-формой потенциала, кото-
рую с точностью до калибровочного произвола можно выбрать в виде

A =
r

r2 + y2
kidx

i. (3.1.17)

Метрика (3.1.9) верна для любых значений ее параметров. Однако, в случае нулевого
НУТ-заряда N = 0, интегрирование потоков может быть выполнено иначе, приводя
к более простому выражению для чернодырной метрики. В частности, мы покажем,
что известная форма Керра-Шилда метрики черной дыры Керра–Ньюмена [71] мо-
жет быть записана в произвольных координатах.

Решение (3.1.9) характеризуется двумя полиномиальными функциями, коэффи-
циенты которых определяются шестью произвольными параметрами. Оно принад-
лежит классу решений уравнений Эйнштейна–Максвелла типа D по Петрову [72]
и включает ненулевой космологический член, а также электрический и магнитный
заряды, причем два главных изотропных направления тензора Вейля совпадают с
двумя главными изотропными направлениями тензора Максвелла. M играет роль
массы, N – НУТ-заряда, λ2 – космологический член, I2 – параметр вращения a и I1 –
параметр Картера-Плебанского, который можно всегда положить равным 1, 0 или -1
с помощью масштабных преобразований, обсуждаемых ниже. Будет показано, что q

можно отождествить с q = 2(e2 + g2), где e – электрический заряд, а g – магнитный.
Такое представление конечно условно, поскольку заряды входят в (3.1.9) через q и,
следовательно, их нельзя отличить пока не введены внешние поля.

Конкретный тип решения зависит от параметров кривизны – M,N,q и от sp(4)

инвариантов. Перечислим основные случаи:
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• Решение Картера-Плебанского

Все шесть параметров ненулевые. Метрика имеет вид (3.1.9). Её легко переписать
в хорошо известной форме Картера-Плебанского [68, 69] если положить α1 = α2 =

β1 = β2 = 1
2

(см. подраздел 3.8.1). Параметр вращения a2 = I2/4, а параметр Картера-
Плебанского ε = I1.

• Двойная форма Керра-Шилда для метрики Картера-Плебанского

Фиксируя калибровку α1 = β1 = 1, α2 = β2 = 0, из (3.1.9) сразу получаем двойное
представление Керра-Шилда для метрики

ds2 = ds2
0 +

2r

r2 + y2

(
M− q

4r

)
kikjdx

idxj − 2y

r2 + y2

(
N +

q

4y

)
l+−i l+−j dxidxj , (3.1.18)

являющейся комплексной в сигнатуре Минковского.
Для физических приложений важны следующие случаи с нулевым НУТ–зарядом:

• N = 0, C2 = 1 + λ2a2, C4 = C2
2 + 4λ2a2

Этот случай отвечает черной дыре Керра–Ньюмена с угловым моментом единицы
массы a. Метрику можно записать в форме Керра-Шилда [73]

ds2 = ds2
0 +

2Mr − q

r2 + y2
kikjdx

idxj . (3.1.19)

• N = 0, C4 = C2
2 (эквивалентно тому, что KA

CKC
B = C2δA

B)

Этот частный случай соответствует дальнейшему вырождению I2 = 0, y = 0

и отвечает статической черной дыре Райснера-Нордстрема. Снова метрику удобно
привести к виду Керра-Шилда

ds2 = ds2
0 +

(
2M

r
− q

r2

)
kikjdx

idxj . (3.1.20)

Заметим, что все перечисленные решения инвариантны относительно масштабных
преобразований вида

KAB → µKAB , M → µ3M , N → µ3N , q2 → µ4q2 (3.1.21)

с действительной константой µ, которые приводят к тому, что

C2 → µ2C2 , C4 → µ4C4 . (3.1.22)

Это означает, что один из кинематических параметров метрики всегда можно пе-
ремасштабировать, сделав его дискретным вида 1, 0 или -1. Или иначе, используя
масштабный произвол (3.1.21), можно устранить параметр массы M, который будет
в этом случае представлен параметром ε.
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3.2 Формализм Картана

В подходе Римана к AdS4 черной дыре метрика и электромагнитное поле подчинены
уравнениям Эйнштейна–Максвелла

Rij = 3λ2gij + Tij , (3.2.1)

DiF
i
j = 0 (3.2.2)

с тензором энергии–импульса вида

Tij = 4(e2 + g2)

(
FikFj

k − 1

4
gijFklF

kl

)
. (3.2.3)

Альтернативный подход описания геометрии пространства–времени состоит в ис-
пользовании формализма Картана. Поскольку он имеет значительные преимущества
для дальнейшего анализа, разберем его подробнее.

Пусть dxmΩm
ab – антисимметричная 1-форма связности Лоренца, а dxmhm

a – 1-
форма тетрады. Их можно отождествить с калибровочными полями AdS4 алгебры
симметрии o(3, 2). Соответствующие AdS4 кривизны Rab = 1

2
Rij

abdxi ∧ dxj и Ra =
1
2
Rij

adxi ∧ dxj имеют следующий вид

Rab = dΩab + Ωac ∧Ωc
b − λ2ha ∧ hb , (3.2.4)

Ra = dha + Ωac ∧ hc , (3.2.5)

где a, b, c = 0, . . . , 3 – лоренцевы индексы, которые поднимаются и опускаются плос-
кой метрикой ηab = diag(1,−1,−1,−1). Лоренцева связность Ω выражается алгебра-
ически через производные тетрады h из условия нулевого кручения Ra = 0. Часть
2-формы кривизны (3.2.4), которая не содержит λ-член, соответствует тензору Ри-
мана.

Для ненулевого тензора энергии-импульса 2-форму кривизны удобно разложить
на бесследовую компоненту, связанную с тензором Вейля, и следовую, параметризу-
емую Tij,

Rab =
1

2
hc ∧ hdCcdab +

1

2
(haTb − hbTa) , (3.2.6)

где Cabcd – тензор Вейля в касательном базисе, Cabcd = −Cbacd = −Cabdc = Ccdab и
Ta = Tabh

b – 1-форма, ассоциированная с тензором энергии-импульса. Уравнение
(3.2.6) эквивалентно метрической форме уравнений Эйнштейна (3.2.1) с

gmn = hm
ahn

bηab . (3.2.7)
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В четырех измерениях дальнейший анализ упрощается использованием языка двух-
компонентных спиноров. Уравнения Эйнштейна (3.2.6) и кручение (3.2.5) перепи-
сываются в спинорном виде следующим образом. 1-форму лоренцевой связности
Ωαα, Ω̄α̇α̇ и 1-форму тетрады hαα̇ отождествляем с калибровочными полями sp(4) ∼
o(3, 2) алгебры. Спинорную форму (3.2.3) представляем в виде

Tαα̇ββ̇ = −4(e2 + g2)FαβF̄α̇β̇, (3.2.8)

что явно инвариантно относительно преобразований электромагнитной дуальности

Fαα → eiθFαα, F̄α̇α̇ → e−iθF̄α̇α̇. (3.2.9)

Накладывая условие нулевого кручения, окончательный вид уравнений Эйнштейна
с космологическим членом сводится к

Rαα = dΩαα +
1

2
Ωα

γ ∧Ωγα =
λ2

2
Hαα +

1

8
HγγCγγαα +

e2 + g2

2
H̄γ̇γ̇F̄γ̇γ̇Fαα (3.2.10)

R̄α̇α̇ = dΩ̄α̇α̇ +
1

2
Ω̄α̇

γ̇ ∧ Ω̄γ̇α̇ =
λ2

2
H̄α̇α̇ +

1

8
H̄γ̇γ̇C̄γ̇γ̇α̇α̇ +

e2 + g2

2
HγγFγγF̄α̇α̇ (3.2.11)

Rαα̇ = dhαα̇ +
1

2
Ωα

γ ∧ hγα̇ +
1

2
Ω̄α̇

γ̇ ∧ hαγ̇ = 0 , (3.2.12)

где Rαβ и R̄α̇β̇ – Лоренц компоненты 2-формы кривизны

D2ξαα̇ =
1

2
Rα

βξβα̇ +
1

2
R̄α̇

β̇ξαβ̇ (3.2.13)

и
Hαα = hαα̇ ∧ hαα̇ , H̄α̇α̇ = hα

α̇ ∧ hαα̇ . (3.2.14)

3.3 AdS4 развернутая система

3.3.1 Развернутый вид уравнений Киллинга

Определим развернутую систему, описывающую геометрию пространства AdS4 вме-
сте с её глобальными симметриями. Рассмотрим некоторый AdS4 вектор Киллинга
V m и его ковариантную производную

κij = DiVj, κij = −κji , (3.3.1)

которую далее мы будем называть 2-формой Киллинга или полем Папапетру.
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Поскольку AdS4 кривизна Римана имеет нулевой тензор Вейля, справедливы сле-
дующие уравнения

DVαα̇ =
1

2
hγα̇κγα +

1

2
hα

γ̇κ̄α̇γ̇ , (3.3.2)

Dκαα = λ2hα
γ̇Vαγ̇ , (3.3.3)

Dκ̄α̇α̇ = λ2hγα̇Vγα̇ , (3.3.4)

которые совместны, при условии что

Dhαα̇ = 0 , (3.3.5)

Rαα ≡ dωαα +
1

2
ωα

β ∧ ωβα =
λ2

2
hαα̇ ∧ hαα̇ , (3.3.6)

R̄α̇α̇ ≡ dω̄α̇α̇ +
1

2
ω̄α̇

β̇ ∧ ω̄β̇α̇ =
λ2

2
hαα̇ ∧ hαα̇ , (3.3.7)

где hαα̇ – AdS4 тетрада, ωαα и ω̄α̇α̇ – компоненты лоренцевой связности, D – фоно-
вый ковариантный дифференциал Лоренца и Rαα, R̄α̇α̇ – компоненты AdS4 2-формы
кривизны

D2ξαα̇ =
1

2
Rα

βξβα̇ +
1

2
R̄α̇

β̇ξαβ̇.

Уравнения (3.3.2)–(3.3.7) можно переписать в явно sp(4)–ковариантном виде. Дей-
ствительно, пусть KAB – 0-форма (3.1.1) и W0AB – sp(4)-связность

W0AB =

(
ωαβ −λhαβ̇
−λhβα̇ ω̄α̇β̇

)
. (3.3.8)

Тогда система (3.3.2)–(3.3.7) принимает следующий явно sp(4)-инвариантный вид

D0KAB = 0, (3.3.9)

R0AB ≡ dW0AB +
1

2
W0A

C ∧W0CB = 0, (3.3.10)

что совпадает с (3.0.1). AdS4 индексы поднимаются и опускаются канонической sp(4)-
формой (см. Приложение III). Первое уравнение есть условие ковариантного посто-
янства параметра глобальной симметрии, а второе описывает AdS4.

Заметим, что система (3.3.2)–(3.3.4) была отправной точкой в [102] при построе-
нии развернутой системы черной дыры Керра. Ее деформация происходила в терми-
нах полей вектора Киллинга Vαα̇ и поля Папапетру καα, κ̄α̇α̇. Однако оказывается,
что более удобно работать со специально перемасштабированным полем Папапетру.
Для этого введем следующим образом самодуальный тензор Максвелла F̄α̇α̇ и ему
комплексно сопряженный

Fαα = −λ−2G3καα , F̄α̇α̇ = −λ−2Ḡ3κ̄α̇α̇ , (3.3.11)
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где

G =
λ2

√
−κ2

= (−F 2)1/4 , Ḡ =
λ2

√
−κ̄2

= (−F̄ 2)1/4 (3.3.12)

и корни в правых частях (3.3.12) выбраны так, чтобы G и Ḡ были комплексно со-
пряжены друг другу.

Тогда (3.3.2)–(3.3.4) переписываются в виде7

DVαα̇ =
1

2
ρ hγα̇Fγα +

1

2
ρ̄ hα

γ̇F̄α̇γ̇ , (3.3.13)

DFαα = − 3

2G
hβγ̇V β

γ̇F(ββFαα) , (3.3.14)

DF̄α̇α̇ = − 3

2Ḡ
hγβ̇Vγ

β̇F̄(β̇β̇F̄α̇α̇) . (3.3.15)

с
ρ = −λ2G−3, ρ̄ = −λ2Ḡ−3. (3.3.16)

Важное свойство (3.3.13)–(3.3.15) то, что Fαα и F̄α̇α̇ удовлетворяют уравнениям Макс-
велла без источника и тождествам Бианки

Dγα̇Fα
γ = 0 , Dαγ̇F̄α̇

γ̇ = 0. (3.3.17)

Используя (3.3.14) и (3.3.15), получаем полезные уравнения на G и Ḡ

dG = −1

2
hαα̇V α

α̇Fαα, dḠ = −1

2
hαα̇Vα

α̇F̄α̇α̇ . (3.3.18)

В дальнейшем эту систему Киллинга–Максвелла8 (3.3.13)–(3.3.15) вместе с урав-
нениями для AdS4 кривизны (3.3.5)–(3.3.7) мы будем называть AdS4 развернутой
системой. Заметим, что построенные напряженности (3.3.11) хорошо определены в
плоском пределе λ→ 0.

Развернутые уравнения (3.3.13)–(3.3.16) обладают рядом замечательных свойств.
Можно показать, в частности, что эта система содержит тензор Киллинга–Яно и еще
один вектор Киллинга, построенный из Fαα и F̄α̇α̇. Отметим, что предлагаемый метод
изучения черных дыр на основе уравнений (3.3.13)–(3.3.16) осуществляется впервые.

Важным свойством системы, имеющим отношение к описанию кинематических
параметров 4d черных дыр, является существование двух первых интегралов урав-
нений (3.3.13)–(3.3.15), которые выражаются через sp(4) инварианты (3.0.2)

I1 = V 2 − λ2

2

(
1

G2
+

1

Ḡ2

)
, (3.3.19)

I2 =
1

G3Ḡ3
V αα̇V αα̇FααF̄α̇α̇ − V 2

(
1

G2
+

1

Ḡ2

)
+
λ2

4

(
1

G2
− 1

Ḡ2

)2

, (3.3.20)

7Скобки означают симметризацию индексов.
8Первым, кто стал изучать связь вектора Киллинга черной дыры с ее тензором Максвелла и

тензором Киллинга–Яно был Б. Картер [74].
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где V 2 = 1
2
Vαα̇V

αα̇. Используя (3.3.13)–(3.3.15), легко показать, что dI1 = 0 и dI2 = 0.
Наконец, AdS4 развернутая система инвариантна относительно следующих пре-

образований

τµ : (Vαα̇, Fαα, F̄α̇α̇) → (µVαα̇,
1

µ|µ|
Fαα,

1

µ|µ|
F̄α̇α̇), (3.3.21)

где µ – вещественная константа. Имеется также симметрия относительно преобразо-
вания четности вида

π : (Vαα̇, hαα̇) → (−Vαα̇,−hαα̇). (3.3.22)

3.3.2 Проекторы Киллинга

Как было показано в [102], ключевым местом в получении развернутой формули-
ровки черной дыры, что в итоге приводит к (3.1.9), является построение векторов
Керра-Шилда из параметра глобальной симметрии AdS4. Предлагаемая процедура
существенно четырехмерна и основана на использовании определенных проекторов,
которые мы сейчас определим. Речь идет о том, чтобы разбить двумерное спинорное
пространство на два ортогональных сектора, используя проекторы построенные из
поля Максвелла. Такие проекторы мы будем называть в дальнейшем проекторами
Киллинга.

Рассмотрим пару комплексно сопряженных проекторов Π±αβ и Π̄±
α̇β̇

, определенных
соотношениями

Π±αβ =
1

2
(εαβ ±

1

G2
Fαβ), Π̄±

α̇β̇
=

1

2
(εα̇β̇ ±

1

Ḡ2
F̄α̇β̇) , (3.3.23)

так что
Π+
αβ + Π−αβ = εαβ , Π̄+

α̇β̇
+ Π̄−

α̇β̇
= εα̇β̇ , (3.3.24)

и

Π±α
βΠ±βγ = Π±αγ , Π±α

βΠ∓βγ = 0 , Π̄±α̇
β̇Π̄±

β̇γ̇
= Π̄±α̇γ̇ , Π̄±α̇

β̇Π̄∓
β̇γ̇

= 0 . (3.3.25)

Из определения (3.3.23) следует, что

Π±αβ = −Π∓βα , Π̄±
α̇β̇

= −Π̄∓
β̇α̇
. (3.3.26)

Из (3.3.23), (3.3.14) и (3.3.18) находим следующие дифференциальные свойства

DΠ±αβ = ±G
2

(Π+
αγΠ

+
βγ + Π−αγΠ

−
βγ)h

γ
γ̇V

γγ̇, (3.3.27)

DΠ̄±
α̇β̇

= ±Ḡ
2

(Π̄+
α̇γ̇Π̄

+

β̇γ̇
+ Π̄−α̇γ̇Π̄

−
β̇γ̇

)hγ
γ̇V γγ̇. (3.3.28)
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Далее все соотношения будут выписаны в голоморфном (то есть неточечном) секторе
системы. Все соотношения для антиголоморфного сектора возникают в результате
комплексного сопряжения.

Проекторы (3.3.23) разбивают двумерное (анти)голоморфное спинорное простран-
ство в прямую сумму двух одномерных подпространств. Для любого ψα имеем

ψ±α = Π±α
βψβ , ψ+

α + ψ−α = ψα, (3.3.29)

так что Π∓α
βψ±β = 0 . Это позволяет строить световые векторы с помощью этих про-

екторов. В самом деле, рассмотрим произвольный вектор Uαα̇. Используя (3.3.23),
определим U±αα̇ и U±∓αα̇ как

U±αα̇ = Π±α
βΠ̄±α̇

β̇Uββ̇ , U+−
αα̇ = Π+

α
βΠ̄−α̇

β̇Uββ̇ , U−+
αα̇ = Π−α

βΠ̄+
α̇
β̇Uββ̇ . (3.3.30)

Поскольку ранг проекторов равен единице, их можно представить, используя пару
базисных спиноров (ξα, ηα), в следующем виде

Π+
αβ =

ηαξβ
ηγξγ

, Π−αβ =
ξαηβ
ξγηγ

. (3.3.31)

Очевидно, что U±
αβ̇
U±αγ̇ = 0 и U±αα̇U±βα̇ = 0. Поэтому U±αα̇ и U±∓αα̇ в данном спинор-

ном базисе принимают вид

U−αα̇ = ξαξ̄α̇, U+
αα̇ = ηαη̄α̇, U+−

αα̇ = q ηαξ̄α̇, U−+
αα̇ = q̄ ξαη̄α̇, (3.3.32)

где q(x) и q̄(x) – некоторые комплексные функции. Как следствие (3.3.23) и (3.3.31),
имеем

Fαα = 2G2 ξαηα
ηγξγ

. (3.3.33)

Из (3.3.32) очевидно следует, что

U±
αβ̇
U±βα̇ = U±αα̇U

±
ββ̇
, U−+

αβ̇
U+−
βα̇ = −(U−+U+−)

(U−U+)
U−αα̇U

+

ββ̇
, (3.3.34)

где
(AB) = Aαα̇B

αα̇.

Отметим также, что

U2 = (U+U−) + (U+−U−+) = (1− qq̄)(U+U−). (3.3.35)

Как было показано Папапетру [75], любое стационарное осесимметричное решение
вакуумных уравнений Эйнштейна симметрично относительно одновременной инвер-
сии углового и временного векторов Киллинга. Боер и Линдквист [76] нашли пере-
менные, в которых метрика Керра явно инвариантна относительно этой инверсии. В
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AdS развернутой системе эта симметрия есть τ−1 (3.3.21), которая меняет местами
проекторы

τ−1 : Π±αβ → Π∓αβ, Π̄±
α̇β̇
→ Π̄∓

α̇β̇
. (3.3.36)

3.3.3 Базис векторов Керра-Шилда

Теперь все готово для того, чтобы ввести полный набор нулевых векторов (комплекс-
ную нулевую тетраду). Определим следующие четыре нулевых вектора

kαα̇ =
2

(V +V −)
V −αα̇, nαα̇ =

2

(V +V −)
V +
αα̇, (3.3.37)

l+−αα̇ =
2

(V +−V −+)
V +−
αα̇ , l−+

αα̇ =
2

(V +−V −+)
V −+
αα̇ . (3.3.38)

То, что так определенные векторы светоподобны, следует из формулы Пенроуза
(комплексный нулевой вектор Si, SiSi = 0, эквивалентен спинорному выражению
Sαα̇ = ξαη̄α̇). Заметим, что kαα̇ и nαα̇ – вещественные векторы, а l+−αα̇ и l−+

αα̇ комплекс-
но сопряжены друг другу

l+−αα̇ = l̄−+
αα̇ .

Дискретная симметрия τ−1 (3.3.36) переставляет нулевые вектора

τ−1 : kαα̇ → nαα̇ , τ−1 : l+−αα̇ → l−+
αα̇ . (3.3.39)

Схематично, в терминах спиноров (3.3.31), эти нулевые векторы можно представить
как

kαα̇ ∼ ξαξ̄α̇ , nαα̇ ∼ ηαη̄α̇ , l+−αα̇ ∼ ηαξ̄α̇ , l−+
αα̇ ∼ ξαη̄α̇ . (3.3.40)

Удобно параметризовать нулевые векторы следующим набором

eI,αα̇ =
(
kαα̇, nαα̇, l

+−
αα̇ , l

−+
αα̇

)
(3.3.41)

с очевидными свойствами

eI,αα̇eI,
αα̇ = 0,

1

2
eI,αα̇V

αα̇ = 1, (3.3.42)

где I = 1, . . . , 4 (нет суммирования по I).
Из (3.3.13)–(3.3.15) следует, что

DeI,αα̇ = (−1)σI
G

4

(
ρGeI,αα̇eI,ββ̇ + eI,β

γ̇Vαγ̇eI,
γ
α̇Vγβ̇

)
hββ̇

+ (−1)σ̄I
Ḡ

4

(
ρ̄ ḠeI,αα̇eI,ββ̇ + eI,α

γ̇Vβγ̇eI,
γ
β̇Vγα̇

)
hββ̇, (3.3.43)
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где σI считает количество ηα в eI,αα̇ (3.3.41), то есть σI = (0, 1, 1, 0) и σ̄I считает
количество η̄α̇, то есть σ̄I = (0, 1, 0, 1).

Простым следствием (3.3.43) и (3.3.40) является условие геодезичности для eI,αα̇

eI,
αα̇Dαα̇eI,ββ̇ = 0 (3.3.44)

(по I нет суммирования). Другими словами, все четыре нулевых вектора (3.3.37)
и (3.3.38)– векторы Керра-Шилда, то есть светоподобные, и каждый удовлетворяет
(3.3.44). Кроме того, из (3.3.37), (3.3.38) и (3.3.32) следует, что eI,αα̇ – собственные
векторы тензора Максвелла Fαα, F̄α̇α̇ в том смысле, что

FαβeI,
β
α̇ = (−1)σIG2eI,αα̇, F̄α̇β̇eI,α

β̇ = (−1)σ̄I Ḡ2eI,αα̇. (3.3.45)

Как следствие (3.3.13)–(3.3.15) и (3.3.18) получаем следующие соотношения

Dαα̇eI,
αα̇ = −2((−1)σIG+ (−1)σ̄I Ḡ) , eI,

αα̇Dαα̇G = 2(−1)σIG2 , (3.3.46)

Dαα̇(((−1)σ̄IG+ (−1)σI Ḡ)eI,
αα̇) = −4GḠ , Dαα̇(GḠeI,

αα̇) = 0 , (3.3.47)

eI,α
α̇Dαα̇eI,γγ̇ = (−1)σIGeIα

α̇Vγα̇eI,αγ̇. (3.3.48)

Используя (3.3.18) и (3.3.43), можно показать, что любой вектор Керра-Шилда из
(3.3.41) порождает поле Максвелла (3.3.11)

Fαα =
1

2
Dαα̇((G+ (−1)σI+σ̄I Ḡ)eI,α

α̇) , (3.3.49)

F̄α̇α̇ =
1

2
Dαα̇((Ḡ+ (−1)σI+σ̄IG)eI,

α
α̇) . (3.3.50)

Найдем теперь явные выражения для (V +V −) и (V +−V −+), которые будут полез-
ны в дальнейшем. Используя (3.3.19), (3.3.20) и (3.1.8), получаем

(V +V −) =
∆r

r2 + y2
, (V +−V −+) = − ∆y

r2 + y2
, (3.3.51)

где

∆r = r2(λ2r2 + I1) +
I2
4
, ∆y = y2(λ2y2 − I1) +

I2
4
. (3.3.52)

Заметим, что тем самым мы, естественным образом, ввели так называемые кано-
нические “координаты” Картера r и y через поле Максвелла9.

Введем набор 1-форм EI , отвечающий нулевым векторам (3.3.41), который будет
играть важную роль в построении метрики

EI =
1

2
eI,αα̇h

αα̇ = (K,N,L+−, L−+) . (3.3.53)

9В [86] эти координаты возникают как собственные значения главного тензора Киллинга–Яно,
что сразу следует из его определения (см. подраздел 3.4.1) и (3.3.45).
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Можно убедится, что

K −N =
2(r2 + y2)

∆r

dr, L+− − L−+ =
2(r2 + y2)

i∆y

dy . (3.3.54)

Используя (3.3.49), (3.3.50) и (3.3.54) мы замечаем, что вектор–потенциалы

A1,2 =
r

r2 + y2
E1,2, A3,4 =

y

r2 + y2
E3,4 (3.3.55)

порождают дуальные по Ходжу напряженности Максвелла Fij и ∗Fij.

3.3.4 AdS4 инварианты

Чтобы увидеть алгебраическую природу первых интегралов (3.3.19), полезно ис-
пользовать AdS4 ковариантную форму (3.3.9)–(3.3.10) развернутой системы (3.3.2)–
(3.3.7).

Рассмотрим AdS4 инварианты, построенные из KAB. Вычисление квадрата KAB

приводит к

KACK
C
B =

(
(V 2 + λ−2κ2)εαβ λ−1(καγV

γ
β̇ − κ̄γ̇β̇Vα

γ̇)

−λ−1(κβγV
γ
α̇ − κ̄γ̇α̇Vβ

γ̇) (V 2 + λ−2κ̄2)εα̇β̇

)
. (3.3.56)

Все старшие степени матрицы KAB имеют ту же структуру с другими скалярными
факторами. Два независимых sp(4) инварианта есть просто

C2 =
1

4
KABK

AB = I1, C4 =
1

4
Tr(K4) = I2

1 + λ2I2, (3.3.57)

где dC2,4 = 0, а I1,2 определены в (3.3.19) и (3.3.20). Заметим, что все нечетные инва-
рианты равны нулю Tr(Kn) = 0 , для нечетного n. Все старшие четные инварианты
выражаются через C2,4 в согласии с тем фактом, что ранг алгебры sp(4) равен двум.

Сделаем некоторые замечания. Во-первых, из (3.3.21) следует, что с помощью
τµ – симметрии можно положить один из AdS4 инвариантов равным 1, 0 или -1.
Напомним, что это позволяет с помощью диффеоморфизмов сделать один из ки-
нематических параметров черной дыры дискретным. Другое наблюдение состоит в
том, что векторы Керра-Шилда l+−αα̇ и l−+

αα̇ не существуют для некоторых значений
AdS4 инвариантов. В самом деле, рассмотрим случай, когда KA

CKC
B ∼ δA

B, где

C4 = C2
2 . (3.3.58)

Легко видеть, что в этом случае

καγV
γ
β̇ = κ̄γ̇β̇Vα

γ̇, (3.3.59)
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и, следовательно,
κ2 = κ̄2, G = Ḡ. (3.3.60)

Из (3.3.56) и (3.3.59) следует, что

KACK
C
B = C2εAB. (3.3.61)

Пользуясь определением (3.3.30) и (3.3.31), имеем

Vαα̇ = V +
αα̇ + V −αα̇ + V +−

αα̇ + V −+
αα̇ . (3.3.62)

Подставляя (3.3.62) в (3.3.59) и, используя (3.3.32), (3.3.33), находим

V +−
αα̇ = V −+

αα̇ = 0. (3.3.63)

Наконец, из (3.3.38) следует, что

l+−αα̇ →∞ , l−+
αα̇ →∞ . (3.3.64)

Более того, принимая во внимание (3.3.51), получаем I2 = 0. В дальнейшем мы
увидим, что этот случай отвечает черной дыре с нулевым угловым моментом и един-
ственным ненулевым инвариантом C = I1.

3.4 Развернутые уравнения черной дыры

Уравнения (3.3.13)–(3.3.15) допускают естественную деформацию развернутой AdS4

системы, сохраняющую свойства Киллинга и Максвелла. Другими словами, потре-
буем, чтобы деформированные уравнения, по–прежнему, были устроены из вектора
Киллинга и тензора Максвелла без источника. Мы увидим, что такая деформация
описывает общую AdS4 черную дыру.

Ослабим уравнение (3.3.16) для функции ρ в (3.3.13), допустив ее произвольную
зависимость от скаляров G и Ḡ

ρ = ρ(G, Ḡ) . (3.4.1)

В этом случае, тождества Бианки для системы (3.3.5)–(3.3.7), (3.3.13)–(3.3.16) оказы-
ваются очень сильными и ограничивают вид функции ρ в общем виде до следующего

ρ = M− λ2G−3 − q Ḡ , (3.4.2)

где M и q – произвольные комплексный и действительный параметры, соответствен-
но.
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В результате, имеем следующий окончательный вид совместной деформирован-
ной системы

DVαα̇ =
1

2
ρhγα̇Fγα +

1

2
ρ̄hα

γ̇F̄α̇γ̇ , (3.4.3)

DFαα = − 3

2G
hβγ̇Vβγ̇F(ββFαα) , (3.4.4)

DF̄α̇α̇ = − 3

2Ḡ
hγβ̇Vγβ̇F̄(β̇β̇F̄α̇α̇) , (3.4.5)

с 2-формой кривизны вида

Rαα =
λ2

2
Hαα −

3(M− q Ḡ)

4G
HββF(ββFαα) +

q

4
H̄β̇β̇F̄β̇β̇Fαα , (3.4.6)

R̄α̇α̇ =
λ2

2
H̄α̇α̇ −

3(M− qG)

4Ḡ
H̄β̇β̇F̄(β̇β̇F̄α̇α̇) +

q

4
HββFββF̄α̇α̇ , (3.4.7)

Dhαα̇ = 0 , (3.4.8)

и

ρ = M− λ2G−3 − q Ḡ, ρ̄ = M− λ2Ḡ−3 − qG (3.4.9)

G = (−F 2)1/4, Ḡ = (−F̄ 2)1/4, (3.4.10)

где Hαα и H̄α̇α̇ определены также как и в (3.2.14), Rαα и R̄α̇α̇ – кривизны (3.2.10) и
(3.2.11), Vαα̇ – вектор Киллинга деформированной развернутой системы. Для G и Ḡ
находим такие же как и в (3.3.18) следствия

dG = −1

2
hαα̇Vαα̇Fαα, dḠ = −1

2
hαα̇Vαα̇F̄α̇α̇ . (3.4.11)

В подразделе 3.8.1 мы увидим, что M и N описывают массу и НУТ-параметр черной
дыры.

Последний член в (3.4.6) и (3.4.7) имеет вид тензора энергии-импульса электро-
магнитного поля, который инвариантен относительно U(1) вращений (3.2.9). Кон-
станта интегрирования q интерпретируется как сумма квадратов электрического и
магнитного зарядов q = 2(e2 + g2).

Мы называем систему (3.4.3)–(3.4.10) развернутой чернодырной системой. Заме-
тим, что РЧС в [102] является частным случаем (3.4.3)–(3.4.10) с M = M и q = 0.
Сравнивая (3.4.6) и (3.4.7) с (3.2.10) и (3.2.11), мы обнаруживаем, что деформация
AdS4 алгебры приводит к вакуумным уравнениям Эйнштейна–Максвелла с тензором
Максвелла Fαα и тензором Вейля вида

Cαααα = −6(M− q Ḡ)

G
FααFαα, C̄α̇α̇α̇α̇ = −6(M− qG)

Ḡ
F̄α̇α̇F̄α̇α̇, (3.4.12)
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имеющим тип D по Петрову. Из (3.3.21) следует, что РЧС τµ–инвариантна в соответ-
ствии с [77].

По аналогии с AdS4 случаем, используя (3.4.3)–(3.4.5) можно убедится в том, что
в РЧС сохраняются следующие выражения

I1 = V2 −MG−MḠ− λ2

2

(
1

G2
+

1

Ḡ2

)
+ qGḠ , (3.4.13)

I2 =
1

G3Ḡ3
Vαα̇Vαα̇FααF̄α̇α̇ − 2

(
M
G

+
M
Ḡ

)
− I1

(
1

G2
+

1

Ḡ2

)
− λ2

4

(
1

G4
+

1

Ḡ4

)
− 3λ2

2G2Ḡ2
.(3.4.14)

Другими словами, I1 и I2 являются первыми интегралами полученных развернутых
уравнений.

dI1 = dI2 = 0 .

Замечательно, что большинство дифференциальных и алгебраических свойств РЧС
буквально совпадают с соответствующими из AdS4 системы раздела 3.3 с заменой
(3.3.19), (3.3.20) на (3.4.13), (3.4.14) и (3.3.52), на

∆̂r = 2Mr + r2(λ2r2 + I1) +
1

2
(−q +

I2

2
), (3.4.15)

∆̂y = 2Ny + y2(λ2y2 − I1) +
1

2
(q +

I2

2
) , (3.4.16)

где
M =

1

2
(M+M) , N =

1

2i
(M−M) . (3.4.17)

Аналогично, векторы Керра-Шилда в этой системе строятся по той же процедуре с
проекторами Киллинга. Алгебраические и дифференциальные свойства таких век-
торов даются (3.3.43)–(3.3.45) с заменой D на D и функции ρ на (3.4.9). Используя
(3.4.13) и (3.4.14) и делая замену переменных (3.1.8), получаем

(V+V−) =
∆̂r

r2 + y2
, (V+−V−+) = − ∆̂y

r2 + y2
. (3.4.18)

Снова, вектор потенциалы для тензора Максвелла Fij и его Ходж–дуального ∗Fij
имеют вид

A1,2 =
r

r2 + y2
Ê1,2, A3,4 =

y

r2 + y2
Ê3,4, (3.4.19)

где
ÊI =

1

2
êI,αα̇h

αα̇ = (K̂, N̂ , L̂+−, L̂−+) . (3.4.20)

Здесь
êI,αα̇ = (k̂αα̇, n̂αα̇, l̂

+−
αα̇ , l̂

−+
αα̇ ) (3.4.21)
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определены точно также как и в (3.3.41). Напомним, что величины (без) шляпок
отвечают (не)деформированной системе.

Свободная (M = 0, q = 0) и деформированная (M 6= 0 и/или q 6= 0) развернутые
системы во многом похожи. В частности, у них одинаковое число первых интегра-
лов, векторов Керра-Шилда, обе содержат тензор Максвелла без источника, а также
замкнутый тензор Киллинга–Яно. Это наводит на мысль о том, что должен суще-
ствовать некоторый поток по параметрам M и q, который переводит одну систему
в другую. Существование такого потока также естественно в контексте ожидаемой
связи предлагаемой конструкции с чернодырным решением в нелинейной теории выс-
ших спинов. В самом деле, метод интегрирующего потока, который мы собираемся
здесь исследовать, во многом похож на интегрирующий поток в теории высших спи-
нов [33], отображающий решения нелинейных уравнений высших спинов в решения
свободных уравнений.

Прежде чем перейти к анализу интегрирующих потоков, приведем важные свой-
ства рассмотренных развернутых систем – AdS4 и РЧС.

3.4.1 Некоторые полезные свойства развернутой системы

Рассмотренные развернутые системы обладают рядом важных свойств, таких как,
существование тензоров Киллинга-Яно и еще одного вектора Киллинга. Продемон-
стрируем это подробнее на примере AdS4 системы.

Используя (3.3.3) и (3.3.11), найдем

D

(
1

G3
Fαα

)
= −hαα̇Vαα̇. (3.4.22)

Следовательно, тензор Максвелла генерирует тензор Киллинга–Яно

Yαα =
i

G3
Fαα, Ȳα̇α̇ = − i

Ḡ3
F̄α̇α̇. (3.4.23)

В самом деле, (3.4.23) дает

Dαα̇Yαα = 0 , Dβα̇Y
β
α +Dαβ̇Ȳ

β̇
α̇ = 0 , (3.4.24)

что эквивалентно уравнению Киллинга–Яно в векторных индексах [85]

D(kYm)n = 0, Ymn = −Ynm. (3.4.25)

Рассмотрим дуальный по Ходжу тензор (см. приложение III) ∗Yij. Имея следующие
неприводимые компоненты

∗Yαα =
1

G3
Fαα, ∗Ȳα̇α̇ =

1

Ḡ3
F̄α̇α̇ , (3.4.26)
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он является замкнутой 2-формой Киллинга–Яно, поскольку удовлетворяет уравне-
нию10 d ∗Y = 0, то есть

∂[i ∗Yjk] = 0, ∗Ymn = − ∗Ynm, (3.4.27)

где скобки означают антисимметризацию по индексам. Очевидно, что

∗Ymn = − 1

λ2
κmn, (3.4.28)

где κmn определена в (3.3.1).
Можно убедится, что вектор Киллинга Vαα̇ может быть выражен как

V i =
1

3
Dj ∗Y ji. (3.4.29)

Заметим, что другой вектор Киллинга можно построить из V i с помощью тензора
Kij генерируемого тензором Киллинга–Яно Yij (см. [74])

Ui = KijV
j, Kij = YikY

k
j. (3.4.30)

В спинорном виде это дает следующую связь между векторами Киллинга

Uαα̇ =
1

2G3Ḡ3
Fα

βF̄α̇
β̇Vββ̇ −

1

4

(
1

G2
+

1

Ḡ2

)
Vαα̇. (3.4.31)

Действительно, легко убедится, что

DUαα̇ =
1

2
hα

β̇ϕ̄α̇β̇ +
1

2
hβα̇ϕαβ, (3.4.32)

где Uαα, Ūα̇α̇ – (анти)самодуальные компоненты 2-формы Киллинга

ϕαα = − 1

2G3

(
I1 +

λ2

Ḡ2

)
Fαα −

1

2Ḡ3
Vα

α̇Vα
α̇F̄α̇α̇. (3.4.33)

Заметим, что когда C4 = C2
2 , Uαα̇ = 0 и Uαα = 0.

В результате, параметр глобальной симметрии KAB (3.1.1) порождает еще один
параметр K̃AB в виде

K̃AB =

(
Uαβ λUαβ̇
λUβα̇ Ūα̇β̇

)
=

1

2λ

(
(I2

1 − λ2I2)K
−1
AB + I1KAB

)
, D0K̃AB = 0 . (3.4.34)

Заметим, что K̃2
AB = 1

4
I2K

2
AB, поэтому его sp(4) инварианты имеют вид

C2 = K̃ABK̃
AB = I1I2, (3.4.35)

C4 = Tr(K̃4) =
I2
2

4
(I2

1 + λ2I2) . (3.4.36)

10Напомним, что ковариантный дифференциал действует на формы как обычный внешний диф-
ференциал.
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Интересно, что существование тензора Киллинга–Яно и еще одного вектора Кил-
линга также имеет место в РЧС (3.4.3)–(3.4.8). Можно убедится, что формулы (3.4.22)–
(3.4.31) остаются верны в РЧС после переопределения

D → D , Vαα̇ → Vαα̇ . (3.4.37)

3.5 Интегрирующий поток

В этом разделе мы строим интегрирующие потоки вдоль M и q. Преимуществом
использования интегрирующих потоков, являющихся дифференциальными уравне-
ниями первого порядка по модулям чернодырного решения, является то, что инте-
грирование этих уравнений приводит к описанию метрики черной дыры в терминах
начальных данных, описывающих вакуумную AdS4 геометрию. Другими словами,
идея состоит в том, чтобы получить сложные чернодырные решения теории Эйн-
штейна, как решения простых и легко интегрируемых уравнений на потоки, вид
которых определяется следующими формальными условиями совместности[
∂

∂M
,
∂

∂xm

]
=

[
∂

∂M
,
∂

∂xm

]
=

[
∂

∂q
,
∂

∂xm

]
=

[
∂

∂M
,
∂

∂q

]
=

[
∂

∂M
,
∂

∂q

]
=

[
∂

∂M
,
∂

∂M

]
= 0

(3.5.1)
с уравнениями (3.4.3)–(3.4.5), (3.4.8).

Потребуем, чтобы тензор Максвелла был постоянен вдоль потоков и, следова-
тельно, постоянны скаляры G и Ḡ (эквивалентно, r и y)

∂

∂M
Fαα =

∂

∂M
Fαα =

∂

∂q
Fαα = 0 . (3.5.2)

Хотя требование (3.5.2) и не является необходимым, оно оказывается совместимым
с (3.4.3)–(3.4.5) и существенно упрощает дальнейший анализ. Кроме того, в некото-
ром смысле это требование естественно, поскольку различные известные примеры
черных дыр допускают представления, согласующееся с (3.5.2). Заметим, что инте-
грирующий поток по M может быть получен в результате комплексного сопряжения
∂M–потока11. Оставляя детали вычислений для раздела 3.5.1, приведем окончатель-
ный результат для искомых интегрирующих потоков

∂MVαα̇ =
4∑
I=1

φI êI,αα̇ , ∂Mhαα̇ =
4∑
I=1

φI êI,αα̇ÊI (3.5.3)

и

∂qVαα̇ =
4∑
I=1

ψI êI,αα̇ , ∂qhαα̇ =
4∑
I=1

ψI êI,αα̇ÊI . (3.5.4)

11Строго говоря, это верно при требовании условия вещественности (3.5.12).
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В общем случае произвольного комплексного M функции φI и ψI имеют следу-
ющий вид

φ1 =
G+ Ḡ

4
α1(r) , φ2 =

G+ Ḡ

4
α2(r) , (3.5.5)

φ3 =
G− Ḡ

4
β1(y) , φ4 =

G− Ḡ

4
β2(y) (3.5.6)

и
ψ1 = −GḠ

4
θ1(r) , ψ2 = −GḠ

4
θ2(r) , (3.5.7)

ψ3 = −GḠ
4
ϑ1(y) , ψ4 = −GḠ

4
ϑ2(y) , (3.5.8)

где функции α, β, θ, ϑ подчинены связям

α1(r) + α2(r) = β1(y) + β2(y) = 1 , (3.5.9)

θ1(r) + θ2(r) = 1− γ

2
, ϑ1(y) + ϑ2(y) = 1 +

γ

2
, (3.5.10)

α1(r)θ2(r) = α2(r)θ1(r) , β1(y)ϑ2(y) = β2(y)ϑ1(y) , (3.5.11)

и γ – произвольная действительная константа. Кроме этого, мы предполагаем, что
α, β, θ, ϑ и γ не зависят от M и q. Условия вещественности гравитационного поля
требуют еще, чтобы

β1(y) = β2(y) =
1

2
, ϑ1(y) = ϑ2(y) =

1

2
+
γ

4
. (3.5.12)

Заметим, что иногда может быть удобна комплексная форма метрики (например,
двойная форма Керра-Шилда).

Следствием потоков (3.5.3), (3.5.4) являются также такие соотношения

∂MI1 = ∂MI2 = 0 , ∂qI1 = 0 , ∂qI2 = γ . (3.5.13)

Подчеркнем, что произвольные функции α1,2(r), β1,2(y) и γ параметризуют ка-
либровочный произвол. Они возникают как константы интегрирования в уравнениях
на потоки (см. раздел 3.5.1) и ограничены только условием вещественности (3.5.12),
если необходимо. Данный калибровочный произвол довольно нетривиально парамет-
ризует произвол в выборе того или иного представления метрики, что дает методу
интегрирующего потока широкую область применения.

Сделаем следующий комментарий. При выводе уравнений для интегрирующего
потока мы фиксировали калибровочный произвол уравнений Картана. В принципе,
это можно было делать различными способами, сохраняя то или иное количество про-
извольных калибровочных параметров. Наша стратегия состояла в том, чтобы иметь
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как можно меньше таких параметров, но все же достаточное количество, чтобы охва-
тить самые важные представления, такие как Керра-Шилда, двойное Керра-Шилда
и обобщенное представление Картера-Плебанского. В принципе, ничто не мешает
обобщать вид интегрирующих потоков, чтобы описать еще более общие представле-
ния чернодырных решений.

Заметим, что случай M = M и q = 0 был рассмотрен в [102] в рамках этого
же развернутого подхода. Однако, простой сдвиг типа Керра-Шилда, который там
использовался для отображения РЧС на свободную AdS4 систему, не работает когда
M 6= ±M. Причина в том, что в данном случае такое преобразование несовместимо с
условием вещественности метрики. В терминах интегрирующего потока это приводит
к наличию двух потоков при M 6= ±M вместо одного и, следовательно, другим
ограничениям на коэффициентные функции.

В случае M = M интегрирование потоков можно произвести иначе, чем при
общем комплексном M. Это приводит к заметному упрощению (3.5.3), (3.5.4). В
этом случае мы фиксируем калибровочный произвол в виде

φ1 =
1

2
(G+ Ḡ) , φ2 = φ3 = φ4 = 0 , (3.5.14)

ψ1 = −1

2
GḠ , ψ2 = ψ3 = ψ4 = 0 . (3.5.15)

Это, в свою очередь, приводит к

∂MI1 = ∂MI2 = 0 , ∂qI1 = 0 , ∂qI2 = −2 . (3.5.16)

Заметим, что различие случаев M = ±M и M 6= ±M возникает как следствие того,
что в первом случае два потока по M и M можно заменить одним по M, в отличие
от второго случая (подробнее см. раздел 3.5.1).

Полученные интегрирующими потоками уравнения могут быть легко проинтегри-
рованны, что приводит, как мы увидим, к AdS4 ковариантному и бескоординатному
описанию метрики черной дыры.

3.5.1 Краткий вывод интегрирующего потока

Опишем в общих чертах вывод уравнений (3.5.3) и (3.5.4). Поскольку для любого
потока по M или M метод одинаков, мы ограничимся ∂M–потоком с комплексным
M.
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Рассмотрим самое общее разложение производных ∂MVαα̇ и ∂Mhαα̇ в базисе век-
торов Керра-Шилда (3.4.21)

∂MVαα̇ =
4∑
I=1

tI êI,αα̇ , ∂Mhαα̇ =
4∑

I,J=1

ΦIJ êI,αα̇ÊJ (3.5.17)

с произвольными функциями tI(x,M, . . . ) и ΦIJ(x,M, . . . ). Применяя [∂M, d] = 0 к
(3.3.18) и используя ∂MG = ∂MḠ = 0 (см. (3.5.2)), имеем

4∑
I=1

(−1)σI+σJ ΦIJ = tJ , (3.5.18)

4∑
I=1

(−1)σ̄I+σ̄J ΦIJ = tJ . (3.5.19)

Некоторые компоненты ΦIJ можно положить равными нулю, используя калибровоч-
ную симметрию уравнений Картана. В самом деле, калибровочные преобразования
тетрады имеют вид

δhαα̇ = Dξαα̇ + ξα
βhβα̇ + ξ̄α̇

β̇hαβ̇ , (3.5.20)

где ξαα̇, ξαα, ξ̄α̇α̇ – произвольные калибровочные параметры. Используя (3.5.17) для
выделения чисто калибровочной части в

δMhαα̇ =
4∑

I,J=1

ΦIJ êI,αα̇ÊJδM , (3.5.21)

видно, что шестью параметрами ξαα и ξ̄α̇α̇ можно устранить антисимметричную часть
матрицы Φ[IJ ]. Выбираем калибровочный параметр ξαα̇ в виде

ξαα̇ =
4∑
I=1

SI êI,αα̇δM , (3.5.22)

где SI(G, Ḡ,M, . . . ) – некоторый набор функций. Используя (3.3.43), (3.4.11) и (3.3.45)
получаем

Dξαα̇ =
4∑

I,J=1

(B[IJ ] +B(IJ))êI,αα̇ÊJδM , (3.5.23)

где B(IJ) и B[IJ ] – некоторые симметричные и антисимметричные коэффициенты. На-
конец, подстраивая калибровочные параметры ξαα и ξ̄α̇α̇ нужным образом, избавим-
ся от антисимметричной матрицы Φ[IJ ]. Симметричная же часть Φ(IJ), в следствие
уравнений (3.5.18) и (3.5.19), может быть только следующего вида

Φ(IJ) =


Φ11 X Z Z

X Φ22 Z Z

Z Z Φ33 Y

Z Z Y Φ44

 . (3.5.24)
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Ее внедиагональная часть параметризуется тремя параметрами X, Y, Z. Остаточная
калибровочная симметрия в ξαα̇ позволяет положить X,Y, Z равными нулю. На этом
этапе остается один произвольный калибровочный параметр. Итак, частичная фик-
сация калибровки приводит к следующим структурным функциям

ΦIJ = δIJφJ , tI = φI , (3.5.25)

где δIJ – δ-символ Кронекера.
Заметим, что фиксация калибровки, делающая ΦIJ диагональной, вместе с усло-

вием (3.5.2) приводит к независимости от M 2-формы Максвелла

∂MF = 0 . (3.5.26)

Условие [∂M, d] = 0, примененное к (3.4.3)–(3.4.5), после довольно долгих, но простых
вычислений с использованием (3.3.43) приводит к следующим простым условиям
совместности

∂φ1

∂y
+ (G− Ḡ)φ1 = 0 ,

∂φ3

∂r
+ (G+ Ḡ)φ3 = 0 , (3.5.27)

∂φ2

∂y
+ (G− Ḡ)φ2 = 0 ,

∂φ4

∂r
+ (G+ Ḡ)φ4 = 0 (3.5.28)

и связям вида

φ1 + φ2 + φ3 + φ4 =
1

2
G+

1

2
∂MI1, (3.5.29)

φ1 + φ2 − φ3 − φ4 =
1

2
Ḡ+

G2 + Ḡ2

4GḠ
∂MI1 +

GḠ

4
∂MI2 , (3.5.30)

что эквивалентно переписывается в виде

φ1 + φ2 =
G+ Ḡ

4
(1 + r∂MI1 +

1

4r
∂MI2), (3.5.31)

φ3 + φ4 =
G− Ḡ

4
(1− iy∂MI1 +

i

4y
∂MI2). (3.5.32)

Заметим, что условия (3.5.29), (3.5.30) возникают в результате применения ∂M–
потока к (3.4.13) и (3.4.14), соответственно.

Решения для φI существуют для любых значений констант I1 и I2. Тем не менее,
случай когда ∂MI1,2 6= 0, хотя и не нарушает совместности (3.5.27), (3.5.28), оказы-
вается несовместим с условием вещественности метрики, но даже и в комплексном
случае не приводит к каким–либо упрощениям метрики. Потребуем поэтому, чтобы

∂MI1 = 0 , ∂MI2 = 0 . (3.5.33)
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Выполняя простое интегрирование уравнений (3.5.27) и (3.5.28), получаем (3.5.5),
(3.5.6) и (3.5.9) с некоторыми константами интегрирования α1,2(r) и β1,2(y).

Анализ для ∂q–потока проводится аналогично и приводит к тем же дифференци-
альным уравнениям (3.5.27), (3.5.28) на функции ψI , а также связям

ψ1 + ψ2 + ψ3 + ψ4 = −GḠ
2

+
1

2
∂qI1 (3.5.34)

ψ1 + ψ2 − ψ3 − ψ4 =
G2 + Ḡ2

4GḠ
∂qI1 +

GḠ

4
∂qI2 (3.5.35)

или, эквивалентно,

ψ1 + ψ2 = −GḠ
4

(1− 2r2∂qI1 −
1

2
∂qI2), (3.5.36)

ψ3 + ψ4 = −GḠ
4

(1− 2y2∂qI1 +
1

2
∂qI2) . (3.5.37)

Снова удобно положить ∂qI1 = 0, что воспроизводит уравнения (3.5.7), (3.5.8) и
(3.5.10), где γ = ∂qI2. Наконец, условие [∂M, ∂q] = 0 приводит к связи (3.5.11). При-
чина, по которой мы допускаем ∂qI2 6= 0, состоит в том, что таким образом удается
воспроизводить метрику в форме Керра-Шилда для M = M.

Наконец, случай когда M = M можно рассмотреть отдельно, поскольку он при-
водит к значительному упрощению метрики. Когда M действительно, остается один
поток вместо двух в случае комплексного M. При этом возникает такая же система
дифференциальных уравнений на структурные функции (3.5.27), (3.5.28). Аналогич-
но, чтобы получить полный набор условий совместности на φI необходимо подейство-
вать ∂M на первые интегралы (3.4.13), (3.4.14). Заметим, что положить M = M в
правых частях уравнений (3.4.13), (3.4.14) нужно перед их дифференцированием.
Также как и в комплексном случае, удобно потребовать (3.5.33). В результате, в
дополнение к (3.5.27), (3.5.28) получаем следующие связи

φ1 + φ2 + φ3 + φ4 =
1

2
(G+ Ḡ) , φ1 + φ2 − φ3 − φ4 =

1

2
(G+ Ḡ) . (3.5.38)

Общее решение уравнений (3.5.27), (3.5.28), (3.5.38) имеет вид

φ1 =
G+ Ḡ

2
α1(r) , φ2 =

G+ Ḡ

2
α2(r) , (3.5.39)

φ3 =
G− Ḡ

2
β1(y) , φ4 =

G− Ḡ

2
β2(y) , (3.5.40)

где
α1(r) + α2(r) = 1 , β1(y) + β2(y) = 0 . (3.5.41)
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Такое интегрирование позволяет выбрать калибровочные параметры в виде α2 =

β1 = β2 = 0, чтобы получить (3.5.14).
Заметим, что для любого из интегрирующих потоков ∂χ = (∂M, ∂M, ∂q) условие

интегрируемости
[∂χ, d] = 0 (3.5.42)

приводит к одним и тем же дифференциальным уравнениям на структурные функ-
ции (3.5.27), (3.5.28). Одних этих уравнений недостаточно для полной совместности
(3.5.42). Оставшиеся условия, такие как (3.5.29) и (3.5.30), возникают в результате
требования того, что (3.4.13), (3.4.14) являются константами в РЧС. Они вместе с
(3.5.27) и (3.5.28) уже удовлетворяют (3.5.42). Решив (3.5.42), остается проанализи-
ровать условия

[∂χ, ∂χ′ ] = 0 , (3.5.43)

которые, как оказывается, не приводят к дополнительным ограничениям.

3.6 От AdS4 к черной дыре

3.6.1 Решение для векторов Керра-Шилда

Чтобы восстановить поля описывающие черную дыру из уравнений для потоков,
проще начать с векторов Керра-Шилда. Рассмотрим общий случай произвольного
комплексного M.

Удобно ограничить калибровочные параметры интегрирующего потока (3.5.9)–
(3.5.11) в виде

α1(r) = θ1(r) , α2(r) = θ2(r) , β1(y) = ϑ1(y) , β2(y) = ϑ2(y) , γ = 0 . (3.6.1)

Заметим, что такой выбор совместим с условиями вещественности (3.5.12) только
если β1 = β2 = 1/2. Как уже было отмечено, нарушение вещественности может ока-
заться полезным, поскольку включает в себя двойное представление Керра-Шилда
комплексной метрики черной дыры.

Чтобы получить векторы Керра-Шилда в терминах их AdS4 аналогов (3.6.6),
(3.6.7) посредством интегрирования потоков, продифференцируем (3.4.21) вдоль по-
токов. Это приводит к следующим уравнениям

∂Mk̂αα̇ = −α2r

∆̂r

k̂αα̇, ∂Ml̂
+−
αα̇ = −β2y

i∆̂y

l̂+−αα̇ , (3.6.2)

∂Mn̂αα̇ = −α1r

∆̂r

n̂αα̇, ∂Ml̂
−+
αα̇ = −β1y

i∆̂y

l̂−+
αα̇ . (3.6.3)
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Аналогично, имеем

∂qk̂αα̇ =
θ2

2∆̂r

k̂αα̇, ∂ql̂
+−
αα̇ = − ϑ2

2∆̂y

l̂+−αα̇ , (3.6.4)

∂qn̂αα̇ =
θ1

2∆̂r

n̂αα̇, ∂ql̂
−+
αα̇ = − ϑ1

2∆̂y

ê4,αα̇. (3.6.5)

Напомним, что параметры α1,2(r), β1,2(y), θ1,2(r), ϑ1,2(y) появились как константы ин-
тегрирования (см. уравнения (3.5.27), (3.5.28) в разделе 3.5.1). Интегрирование со
связью (3.6.1) приводит к

k̂αα̇ = kαα̇

(
∆r

∆̂r

)α2

, n̂αα̇ = nαα̇

(
∆r

∆̂r

)α1

, (3.6.6)

l̂+−αα̇ = l+−αα̇

(
∆y

∆̂y

)β2

, l̂−+
αα̇ = l−+

αα̇

(
∆y

∆̂y

)β1

, (3.6.7)

где величины без шляпок отвечают начальным данным из AdS4 развернутой системы
(3.3.13)–(3.3.15)

∆r,y = ∆̂r,y

∣∣∣
M,M,q=0

, eI,αα̇ = êI,αα̇|M,M,q=0 . (3.6.8)

Свернем второе уравнение в (3.5.3) последовательно со всеми векторами Керра-
Шилда (3.4.21). Это приводит к

∂MK̂ =
α2r

∆̂r

(N̂ − K̂), ∂ML̂
+− =

β2y

i∆̂y

(L̂−+ − L̂+−), (3.6.9)

∂MN̂ =
α1r

∆̂r

(K̂ − N̂), ∂ML̂
−+ =

β1y

i∆̂y

(L̂+− − L̂−+). (3.6.10)

Анализ ∂q–потока проводится аналогично, и интегрирование с условием (3.6.1) дает

K̂ = K − α2(r)
∆̂r −∆r

∆̂r

(K −N) , N̂ = N − α1(r)
∆̂r −∆r

∆̂r

(N −K) , (3.6.11)

L̂+− = L+− − β2(y)
∆̂y −∆y

∆̂y

(L+− − L−+), L̂−+ = L−+ − β1(y)
∆̂y −∆y

∆̂y

(L−+ − L+−) .

(3.6.12)
Заметим, что

α1K + α2N = α1K̂ + α2N̂ , (3.6.13)

β1L
+− + β2L

−+ = β1L̂
+− + β2L̂

−+. (3.6.14)
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Отметим также, что L̂+− и L̂−+ комплексно сопряжены друг другу только при усло-
вии β1 = β2 = 1

2
. Первые интегралы, соответствующие данной калибровке (3.6.1)

совпадают с интегралами AdS4

I1 = I1 , I2 = I2 . (3.6.15)

Теперь рассмотрим особый случай, когда M = M. Используя простейшую калиб-
ровку для коэффициентов потока (3.5.14), (3.5.15), выполним интегрирование поля
тетрады, приводящее к представлению Керра-Шилда

k̂αα̇ = kαα̇ , K̂ = K , (3.6.16)

hαα̇ = hαα̇ +
1

2

(
M(G+ Ḡ)− qGḠ

)
kαα̇K (3.6.17)

с
I1 = I1 , I2 = I2 − 2q . (3.6.18)

Подчеркнем еще раз, что в случае C4 = C2
2 векторы Керра-Шилда l+−αα̇ и l−+

αα̇ не
определены уже в вакуумной геометрии AdS4, поэтому векторы l̂+−αα̇ и l̂−+

αα̇ не могут
быть выражены через свои вакуумные AdS4 значения.

Заметим, что AdS4 развернутая система (3.3.13)–(3.3.15) имеет хорошо опреде-
ленный плоский предел λ→ 0. Следовательно, привлекая дополнительный поток по
космологической постоянной λ2, можно проинтегрировать РЧС с начальными усло-
виями пространства–времени Минковского. В этом случае первые интегралы РЧС
будут связаны с инвариантами алгебры Пуанкаре, а решение будет записываться в
ковариантном относительно метрики Минковского виде. Мы, тем не менее, предпо-
читаем AdS4 ковариантное представление, а не представление Пуанкаре.

3.6.2 AdS4 ковариантный вид метрики черной дыры

Полученные векторы Керра-Шилда (3.6.6), (3.6.7) и 1–формы (3.6.11), (3.6.12) позво-
ляют реконструировать тетраду и метрику черной дыры. Рассмотрим общий случай
с комплексным M. Чтобы получить метрику, воспользуемся следующим тождеством

hαα̇ =
2

(k̂n̂)
(k̂αα̇N̂ + n̂αα̇K̂) +

2

(l̂+−l̂−+)
(l̂+−αα̇ L̂

−+ + l̂−+
αα̇ L̂

+−) , (3.6.19)

которое является следствием соотношений полноты для двухкомпонентных спиноров

εαβεα̇β̇ =
1

(k̂n̂)
(k̂αα̇n̂ββ̇ + n̂αα̇k̂ββ̇) +

1

(l̂+−l̂−+)
(l̂+−αα̇ l̂

−+

ββ̇
+ l̂−+

αα̇ l̂
+−
ββ̇

) . (3.6.20)
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Его легко доказать, используя (3.3.32). Подставляя (3.6.6), (3.6.7), (3.6.11), (3.6.12) в
(3.6.19), мы находим тетраду в бескоординатном виде.

По определению, метрика равна

ds2 =
1

2
hiαα̇hj

αα̇dxidxj. (3.6.21)

Подставляя (3.6.19), получаем координатно–независимое представление для метрики

ds2 =
∆̂r

r2 + y2
K̂N̂ − ∆̂y

r2 + y2
L̂+−L̂−+, (3.6.22)

где ∆̂r и ∆̂y были определены в (3.4.15) и (3.4.16), соответственно. С помощью (3.6.11)
и (3.6.12) перепишем метрику через AdS4 1-формы Керра-Шилда (3.3.53)

ds2 = ds2
0 +

2Mr − q/2

r2 + y2
(α1(r)K + α2(r)N)2 − 2Ny + q/2

r2 + y2
(β1(y)L

+− + β2(y)L
−+)2

+ 4α1(r)α2(r)
r2 + y2

∆r∆̂r

(2Mr − q/2)dr2 − 4β1(y)β2(y)
r2 + y2

∆y∆̂y

(2Ny + q/2)dy2,

(3.6.23)

где α1(r) + α2(r) = β1(y) + β2(y) = 1, а ds2
0 – фоновая метрика AdS4, которую также

можно представить в аналогичном (3.6.22) виде

ds2
0 =

∆r

r2 + y2
KN − ∆y

r2 + y2
L+−L−+. (3.6.24)

Условие вещественности (3.6.23) фиксирует

β1 = β2 =
1

2
. (3.6.25)

Случай комплексной метрики, например с α1 = β1 = 1, α2 = β2 = 0, дает двойную
форму Керра-Шилда метрики (3.6.23)

ds2 = ds2
0 +

2r

r2 + y2

(
M− e2 + g2

2r

)
KK − 2y

r2 + y2

(
N +

e2 + g2

2y

)
L+−L+− , (3.6.26)

которая удовлетворяет как полным, так и только линеаризованным уравнениям Эйн-
штейна12.

Чтобы прояснить физический смысл метрики (3.6.23), напомним сначала ее про-
странство параметров. Имеются три параметра M, N, q (и λ), которые нельзя пере-
определить диффеоморфизмами, поскольку они входят в кривизну Римана (3.4.6),
(3.4.7). Кроме того есть два параметра, связанные с первыми интегралами (3.6.15)

12Заметим, что (3.6.26) становится вещественной после поворота Вика к (2,2) сигнатуре.
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и выражающиеся через AdS4 инварианты (3.3.57). Это, так называемые, кинема-
тические параметры, один из которых всегда можно выбрать равным −1, 0 или 1.
Напомним, что найденный интегрирующий поток отображает РЧС в уравнение на
параметр глобальной симметрии AdS4 (3.3.9), (3.3.10), которое инвариантно относи-
тельно перемасштабирования (3.1.21). Это позволяет положить, например, C2 = ±1

или 0.
В результате диффеоморфно-инвариантные параметрами являются три парамет-

ра кривизны M, N, q (и λ) и два кинематических – дискретный C2 и непрерывный
C4.

Покажем теперь, что (3.6.23) описывает в бескоординатном виде AdS4–Керр–
Ньюман–Тауб–НУТ решение, открытое Картером [68] и Плебанским [69]. Чтобы это
сделать, выберем некоторую двухпараметрическую реализацию AdS4 пространства,
которая покрывает всю область значений инвариантов для некоторого AdS4 вектора
Киллинга, и вычислим соответствующую метрику (3.6.23).

3.7 Координатная реализация AdS4

Следуя [68], удобно выбрать метрику AdS4 в некотором двух параметрическом виде.
Вводя координаты {τ, ψ, r, y} AdS4, выпишем метрику в следующем виде

ds2
0 =

∆r

r2 + y2
(dτ + y2dψ)2 − ∆y

r2 + y2
(dτ − r2dψ)2 − r2 + y2

∆r

dr2 − r2 + y2

∆y

dy2 , (3.7.1)

где
∆r = r2(λ2r2 + ε) + a2, ∆y = y2(λ2y2 − ε) + a2 . (3.7.2)

Эта метрика удовлетворяет AdS4 уравнениям Эйнштейна

Rij = 3λ2gij . (3.7.3)

Вектор Киллинга ∂
∂t

V i = {1, 0, 0, 0} (3.7.4)

порождает с помощью (3.3.13) 2-форму Максвелла, удовлетворяющую вакуумным
уравнениям Максвелла

F =
1

(r2 + y2)2
((dτ + y2dψ) ∧ (r2 − y2)dr + 2(dτ − r2dψ) ∧ rydy) , (3.7.5)

которой отвечает 1-форма вектор потенциала вида

F = dA , A =
r

r2 + y2
(dτ + y2dψ). (3.7.6)
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Тензор Максвелла (3.7.5) вместе с вектором Киллинга (3.7.4) удовлетворяют AdS4

развернутым уравнениям (3.3.13)–(3.3.15). Можно убедится, что координаты r и y

совпадают с каноническими координатами, вычисленными по (3.1.8).
Используя (3.3.37) и (3.3.38), вычислим в данных координатах 1-формы Керра-

Шилда

K = dτ + y2dψ +
r2 + y2

∆r

dr, N = dτ + y2dψ − r2 + y2

∆r

dr, (3.7.7)

L+− = dτ − r2dψ +
r2 + y2

i∆y

dy, L−+ = dτ − r2dψ − r2 + y2

i∆y

dy . (3.7.8)

Имеем следующие значения для первых интегралов AdS4 развернутой системы
(3.3.19), (3.3.20)

I1 = ε , I2 = 4a2 . (3.7.9)

Параметры a и ε, которые входят в AdS4 метрику (3.7.1) как чисто калибровочные
произвольные константы,13 окажутся кинематическими параметрами черной дыры
Картера-Плебанского после деформации AdS4 системы.

Заметим, что имея выражения для фоновых 1-форм (3.7.7) и (3.7.8), легко вы-
числить в данных координатах тензоры Киллинга–Яно (см. подраздел 3.4.1)

Y = ydr ∧ (dt+ y2dψ) + rdy ∧ (dt− r2dψ), (3.7.10)

∗Y = rdr ∧ (dt+ y2dψ)− ydy ∧ (dt− r2dψ). (3.7.11)

3.8 Примеры метрик

3.8.1 Решение Картера-Плебанского

Рассмотрим вещественный случай (3.6.25) метрики (3.6.23) и зафиксируем калибро-
вочные функции в виде

α1(r) = α2(r) =
1

2
. (3.8.1)

Подставляя (3.7.1) и (3.7.7), (3.7.8) в (3.6.23), получаем

ds2 =
∆̂r

r2 + y2
(dτ + y2dψ)2 − ∆̂y

r2 + y2
(dτ − r2dψ)2 − r2 + y2

∆̂r

dr2 − r2 + y2

∆̂y

dy2 , (3.8.2)

где

∆̂r = 2Mr − e2 − g2 + r2(λ2r2 + ε) + a2, (3.8.3)

∆̂y = 2Ny + e2 + g2 + y2(λ2y2 − ε) + a2. (3.8.4)
13a2 может также быть отрицательным.
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(Напомним, что q = 2(e2 + g2).) Метрика (3.8.2) является хорошо известным ре-
шением Картера-Плебанского вакуумных уравнений Эйнштейна–Максвелла, описы-
вающее метрику типа D по Петрову и характеризуемую массой M, НУТ–зарядом
N, электрическим и магнитным зарядами e и g. Она имеет два первых интеграла
(3.4.13), (3.4.14) a2 и ε, один из которых можно всегда положить равным 1, 0 или -1.

Поскольку данный выбор координат на AdS4 (3.7.1) вместе с вектором Киллинга
(3.7.4) покрывает весь диапазон AdS4 инвариантов (3.7.9), то тем самым мы пока-
зали, что РЧС с общими произвольными параметрами описывает семейство метрик
Картера-Плебанского (3.8.2). Параметрический вид (3.6.23) позволяет выбирать их
различные представления.

В частности, можно перейти к двойной форме Керра-Шилда(3.6.26), построенной
из двух взаимно ортогональных фоновых нулевых векторов kαα̇, l+−αα̇ , которая зависит
от параметров деформации линейно. С помощью поворота Вика и замены переменной
ее можно преобразовать к вещественному виду (3.8.2) [78].

3.8.2 Решение Керра-Ньюмана

Рассмотрим случай нулевого НУТ-заряда N = 0, отвечающий действительному M.
Черная дыра Керра, для которой q = 0, была рассмотрена в [102]. Случай q 6= 0 от-
вечает решению Керра-Ньюмана, которое описывает вращающуюся электромагнит-
но заряженную черную дыру (при условии, что ее заряд и угловой момент таковы,
что решение не имеет голых сингулярностей). Чтобы описать этот случай, положим
N = 0 в (3.6.23). Однако, как мы уже убедились, интегрирующий поток с M = M
можно проинтегрировать иначе (3.6.17), что приводит к более простому виду метри-
ки, а именно к виду Керра-Шилда

ds2 = ds2
0 +

2Mr − q

r2 + y2
KK . (3.8.5)

Чтобы отождествить AdS4 инварианты данного решения с параметром вращения
черной дыры, можно воспользоваться системой координат для метрики AdS4 из ра-
боты [79] и выбрать некоторый специальный вектор Киллинга [102]. Тогда инвари-
анты имеют следующий вид

C2 = 1 + λ2a2 , C4 = C2
2 + 4λ2a2 . (3.8.6)

Важный частный случай статического решения (решение Рейснера–Нордстрема) по-
лучается при a = 0 или, что эквивалентно, при C4 = C2

2 6= 0 .
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3.9 Безмассовые решения чернодырного типа

Рассмотрим физически важный пример метрики Керра, то есть N = q = 0. Пока-
жем, что в этом случае РЧС порождает решения типа Керра-Шилда для свободных
уравнений произвольного целого спина в AdS4.

Рассмотрим бесследовый симметричный тензор

ϕmm =
1

2
(G+ Ḡ)kmkm . (3.9.1)

Используя (3.4.3), (3.4.4) и (3.4.6), а также (3.3.43), легко показать, что

DnDnϕmm − 2DnDmϕmn = −6λ2ϕmm , (3.9.2)

причем уравнение (3.9.2) остается верным при замене ковариантных производных
D на фоновые D. В последнем случае мы получаем решение типа Керра-Шилда
для уравнения свободного спина s = 2, что конечно есть не что иное как уравнение
Эйнштейна для решения Керра.

Случай спина s = 1 аналогичен. Простым следствием (3.3.49) является то, что
векторное поле ϕm = 1

2
(G + Ḡ)km удовлетворяет (3.3.17). Легко видеть, что как

и в случае спина s = 2, уравнения Максвелла выполнены, как для чернодырных
производных, так и для фоновых AdS4.

Ситуация меняется для скаляра ϕ = 1
2
(G+ Ḡ). Используя (3.4.3), (3.4.4), (3.3.18)

и (3.3.17) имеем
Dαα̇Dαα̇G = 4λ2G− 4MG4 . (3.9.3)

Таким образом, уравнение (3.9.3) сводится к свободному уравнению для спина s = 0

Dαα̇Dαα̇ϕ = 4λ2ϕ только в свободном пределе, когда M = 0, D = D. Это уравнение
описывает распространение безмассового скаляра в пространстве AdS4. Пользуясь
дифференциальными свойствами (3.3.43) вектора kαα̇, легко показать, что

Dm(kmknDn(G+ Ḡ)2) = 4(G4 + Ḡ4) . (3.9.4)

Таким образом, из уравнения (3.9.3) следует

DmDmϕ = 2λ2ϕ− 2MDm(ϕmnDnϕ) . (3.9.5)

Второй член в правой части представляет собой некоторую нелинейную добавку вза-
имодействия скаляра со спином s = 2. Итак, поля ϕ, ϕm, ϕmm удовлетворяют свобод-
ным безмассовым уравнениям в пространстве AdS4 для спинов 0, 1 и 2, соответствен-
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но [17, 80]. Пользуясь соотношениями РЧС, можно показать, что14

ϕm(s) =
1

2
(G+ Ḡ)km . . . km (3.9.6)

отвечает решению типа Керра-Шилда уравнения на безмассовое поле спина s в про-
странстве AdS4

DnDnϕm(s) − sDnDmϕ
n
m(s−1) = −2(s− 1)(s+ 1)λ2ϕm(s) . (3.9.7)

В метрике черной дыры Керра уравнение (3.9.7) модифицируется

DnDnϕm(s)−sDnDmϕ
n
m(s−1) = −2(s−1)(s+1)λ2ϕm(s)−M(s−1)(s−2)Dn(ϕ

nrDrϕm(s)) .

(3.9.8)
Заметим, что член связанный со “взаимодействием” в (3.9.8) исчезает только в случае
s = 1 и s = 2.

Этот результат предполагает, что анзац Керра-Шилда может быть распространен
на нелинейные уравнения 4d безмассовых полей произвольного спина (см. работу [33]
и ссылки в ней).

3.10 Заключительные замечания

Перечислим результаты, полученные в данной главе. Мы показали, что широкий
класс чернодырных метрик (Картера-Плебанского) имеет простую развернутую фор-
мулировку в терминах поля Киллинга и поля Максвелла без источника. Система по-
лучена в результате параметрической деформации уравнения на параметр глобаль-
ной симметрии AdS4. Два параметра деформации M ∈ C и q ∈ R отождествлены
с массой черной дыры M = ReM, НУТ–зарядом N = ImM и электрическим и
магнитными зарядами q = 2(e2 + g2). Кинематические характеристики черной ды-
ры – угловой момент a и дискретный параметр ε – выражаются через два первых
интеграла развернутой системы.

Также показано, что уравнение на параметр глобальной симметрии AdS4 и РЧС
связаны друг с другом интегрирующими потоками, описывающими эволюцию в про-
странстве зарядов черной дыры. Интегрирующие потоки позволили описать тетраду,
метрику, векторы Киллинга и другие характеристики черной дыры в AdS4 ковари-
антном и координатно-независимом виде. Это достигнуто прямым интегрированием
уравнений первого порядка на потоки с начальными условиями, соответствующими

14Число в скобках рядом с индексом означает число индексов, подверженных симметризации,
например, φm(s) = φ(m1...ms).
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вакуумному AdS4 пространству. Одним из следствий данной процедуры является то,
что кинематические параметры черной дыры приобретают инвариантную интерпре-
тацию в терминах значений двух AdS4 инвариантов. Подчеркнем, что соответствие
между вакуумной системой и чернодырной, реализуемое интегрирующими потоками,
похоже на соответствие, изучавшееся в нелинейной калибровочной теории высших
спинов [46, 33].

Мы ожидаем, что полученные нами результаты имеют большую область приме-
нений в приложениях. Одной из наиболее поразительных черт построенного опи-
сания является ее полная координатная независимость. Многие важные алгебраи-
ческие конструкции присущие четырехмерным черным дырам, такие как, тензоры
Киллинга-Яно, векторы Керра-Шилда приобретают в предложенной формулировке
простую и естественную интерпретацию.

Непосредственным применением может быть изучение поведения флуктуаций
различных полей в геометрии черной дыры в рамках развернутой формулировки.
В литературе имеется описание различного типа свободных полей в развернутом ви-
де (см., например, [60] по безмассовым полям в AdS4 и [28] для случая скалярного
поля произвольной массы в любой размерности, а также обзоры [33, 64]).

Другое интригующее направление – изучение возможных обобщений полученных
результатов в полной нелинейной калибровочной теории высших спинов, которая
основана на развернутом формализме. Как показано в следующей главе, полученные
результаты позволяют это сделать, по крайней мере, в статическом случае.

Еще одним направлением возможного применения представляется обобщение пред-
ложенной конструкции в произвольном числе измерений. Хорошо известно, что чер-
ные дыры в старших размерностях обладают более богатыми свойствами чем четы-
рехмерные. В частности, в d > 4 существуют черные дыры с несферической (кольце-
вой) топологией горизонта [81]. Кроме того, тензор кривизны многомерных черных
дыр не обязательно является обобщенным типом D по Петрову [82] (например, в
случае черных колец). И, хотя подход, используемый в данной главе, существенно
четырехмерен, мы надеемся, что его можно обобщить на старшие размерности. В
этой связи, заметим, что согласно анализу работы [83], где были открыты скрытые
симметрии многомерных черных дыр, развернутая формулировка таких черных дыр
вероятно потребует введения дифференциальных форм более высокого ранга.

Альтернативной возможностью обобщения развернутой формулировки на стар-
шие измерения может быть поиск решений типа черных дыр в Sp(2M) пространствах
с матричными координатами [15, 16, 84, 100]. Поскольку эти модели представля-
ют многомерное обобщение спинорного подхода, используемого в данной главе, то
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не исключено, что такое направление обобщения может оказаться даже проще, чем
стандартное тензорное обобщение.

Последним, но не менее важным вопросом является источник происхождения ин-
тегрирующего потока, который, вероятно, является проявлением некоторой скрытой
многомерной и/или интегрируемой структуры в системе.

Результаты данной главы основаны на работах [102], [103]
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Глава 4

Статическая черная дыра в
четырехмерной теории высших
спинов

В этой главе найдено точное статическое сферически симметричное решение нели-
нейной бозонной теории полей высших спинов в четырех измерениях. Данное реше-
ние обобщает чернодырное решение Шварцшильда общей теории относительности,
учитывая взаимодействие бесконечного набора безмассовых бозонных полей.

Как известно, нелинейные уравнения поля теории высших спинов впервые бы-
ли найдены в четырёх измерениях [12, 13]. Позднее, полученные результаты были
обобщены на случай трех [45] и произвольного числа измерений [14]. В d ≥ 4 эта
теория описывает взаимодействие бесконечного набора динамических безмассовых
полей низших и высших спинов. Теория явно координатно-инвариантна и содержит
гравитацию. Поле спина s = 2 является источником для полей высших спинов и
наоборот. Поэтому те или иные решения теории гравитации Эйнштейна не обяза-
ны являться решениями теории высших спинов. Взаимодействие с полями старших
спинов может существенно влиять на поведение теории в режиме высоких энергий.
Более того, поскольку интервал ds2 = gmndx

mdxn связанный с полем s = 2 gmn

не инвариантен относительно действия калибровочной симметрии высших спинов,
привычные понятия общей теории относительности могут нуждаться в пересмотре
в рамках этой теории с ненарушенной симметрией высших спинов.

Сложности поиска решений в теории высших спинов связаны с нелокальностью
полевых уравнений, которые сформулированы во вспомогательном некоммутатив-
ном твисторном пространстве с помощью звёздочного произведения. Уравнения поля
отображают нелокальность в твисторном пространстве в пространственно-временную
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в соответствии с тем известным фактом, что взаимодействие полей s ≥ 2 содержит
старшие производные (подробнее см. обзор по калибровочным теориям высших спи-
нов [64]). Последнее свойство означает, что нелинейная калибровочная теория выс-
ших спинов применима вне рамок низкоэнергетического приближения типичного для
теории Эйнштейна и её пертурбативных струнных поправок. Таким образом, данная
теория может быть использована для учета эффектов сильных полей.

В настоящее время известно небольшое число точных решений теории высших
спинов. Простейшим является вакуумное решение AdSd. В трех измерениях, как
показано во второй главе, БТЗ черная дыра [42] также удовлетворяет нелинейным
уравнениям высших спинов [101]. Первый нетривиальный пример точного решения в
d = 3 был получен в [46], где было показано, что для ненулевой вакуумной кривизны
полей высших спинов B0 = ν, 3d уравнения описывают массивные поля материи, мас-
сы которых зависят от параметра ν. Некоторые решения 4d уравнений были изучены
Санделом и Сезгиным [91, 47]. Более общий класс решений с ненулевыми полями выс-
ших спинов, представляющий пример алгебраически специального решения теории,
был получен Иазеоллой, Санделом и Сезгиным в [92]. Широкий класс решений тако-
го типа отвечает решениям киральных моделей с сигнатурой пространства-времени
(0, 4) или (2, 2). В некоммутативном твисторном секторе они сводятся к 3d решению
[46], однако их физическая интерпретация пока остается неясной.

Поскольку теория высших спинов обобщает теорию гравитации Эйнштейна, есте-
ственно выяснить существуют ли аналоги чернодырных решений в такой теории? В
данной главе мы ответим на этот вопрос для простейшего случая – статического,
сферически симметричного решения. А именно, мы предлагаем явную бескоорди-
натную конструкцию точного решения бозонного сектора 4d теории высших спинов
[13], характеризуемого одним размерным параметром M . В приближении слабого
поля это решение воспроизводит черную дыру массы M в секторе s = 2, а также
спин-s чернодырные безмассовые поля найденные в разделе 3.9. Наша конструкция
основана на развернутой формулировке черных дыр Эйнштейна, развитой в третьей
главе диссертации и существенно опирается на симметрии Киллинга пространства
AdS4. Мы покажем, что случай Шварцшильда приводит к существенным упрощени-
ям пертурбативного анализа уравнений высших спинов и сводит их к 3d уравнениям
с помощью специального вакуума Фока в алгебре звездочного произведения.

Глава состоит из шести разделов. В разделе 4.1 на основе третьей главы крат-
ко описана статическая AdS4 черная дыра. 4d бозонные уравнения высших спинов
выписаны в разделе 4.2. В разделе 4.3 показано как черные дыры возникают в свобод-
ной теории высших спинов. Точное чернодырное решение высших спинов получено
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в разделе 4.4. Наконец, в разделе 4.5 изучаются глобальные (супер)симметрии чер-
ной дыры. Заключительные замечания и дальнейшие перспективы обсуждаются в
разделе 4.6. Используемые обозначения собраны в приложении III.

4.1 AdS4 черная дыра Шварцшильда

Хорошо известно, что метрика черной дыры массы M на фоне AdS4 может быть
записана в форме Керра-Шилда [67]

gmn = ηmn +
2M

r
kmkn , gmn = ηmn − 2M

r
kmkn , (4.1.1)

где ηmn, (m,n = 0 . . . 3) – фоновая AdS4 метрика с отрицательной космологической
постоянной −λ2, km – вектор Керра-Шилда, удовлетворяющий

kmkm = 0 , kmDmkn = kmDmkn = 0 , (4.1.2)

где Dm и Dm – чернодырная и AdS4 ковариантные производные, соответственно, и

1

r
= −1

2
Dmk

m = −1

2
Dmk

m . (4.1.3)

Заметим, что в формулах (4.1.1)-(4.1.3) не имеет значения метрикой AdS4 или метри-
кой черной дыры поднимаются и опускаются индексы. В дальнейшем мы используем
бескоординатное описание, тем не менее, приведем явный вид разложения (4.1.1), ис-
пользуя координаты [79], где km имеет особенно простой вид

ηmn =
1

1 + λ2r2


(1 + λ2r2)2 0 0 0

0 −1− λ2(y2 + z2) λ2xy λ2xz

0 λ2xy −1− λ2(x2 + z2) λ2yz

0 λ2xz λ2yz −1− λ2(x2 + y2)


(4.1.4)

k0 =
1

1 + λ2r2
, k1 = −x

r
, k2 = −y

r
, k3 = −z

r
, r2 = x2 + y2 + z2 . (4.1.5)

Определим пространство AdS4 уравнением нулевой кривизны (3.3.10). AdS4 имеет
десять параметров глобальной симметрииKAB = KBA, которые принимают значения
в o(3, 2) ∼ sp(4) алгебре Ли и удовлетворяют (3.3.9). В терминах двух-компонентных
спиноров с

KAB =

(
λ−1καβ vαβ̇
vβα̇ λ−1κ̄α̇β̇

)
, (4.1.6)
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(3.3.9) переписывается в виде

DLvαα̇ =
1

2
hγα̇κγα +

1

2
hα

γ̇κ̄α̇γ̇ , DLκαα = λ2hα
γ̇vαγ̇ , DLκ̄α̇α̇ = λ2hγα̇vγα̇ ,

(4.1.7)
где

DLAα = dAα +
1

2
ωα

γAγ , DLĀα̇ = dĀα̇ +
1

2
ω̄α̇

γ̇Āγ̇ .

Из (4.1.7) следует, в частности, что vαα̇ есть просто AdS4 вектор Киллинга.
Определим вектор Керра-Шилда метрики (4.1.1) через параметр (4.1.6) с помо-

щью, например, первой формулы в (3.3.37), а именно,

kαα̇ ≡ hnαα̇kn =
1

v−v+
v−αα̇ , v±αα̇ = π±α

γπ̄±α̇
γ̇vγγ̇ , v−v+ =

1

2
v−αα̇v

+αα̇ , (4.1.8)

где
π±αβ =

1

2
(εαβ ±

καβ√
−κ2

) , κ2 =
1

2
καβκαβ (4.1.9)

проекторы, удовлетворяющие (3.3.25). Напомним, что эквивалентно вместо v−αα̇ мож-
но использовать v+

αα̇ в (4.1.8).
Тип черной дыры (вращающаяся или статическая) зависит от значений sp(4)

инвариантов построенных по KAB. Статический случай характеризуется условием

KA
BKB

C = δA
C , (4.1.10)

что эквивалентно

λ−2κ2 + v2 = −1 , κ2 = κ̄2 , κ̄α̇
γ̇vβγ̇ + vγα̇κγβ = 0 . (4.1.11)

Функция r (4.1.3) удовлетворяет

1

r
=

λ2

√
−κ2

, d

(
1

r

)
=

1

2λ2r3
hαα̇vαα̇καα .

Уравнения Эйнштейна для метрики (4.1.1) выполнены вследствие (3.3.9) и (4.1.8).
Как показано в разделе 3.9, решение Керра-Шилда допускает обобщение для без-

массовых бозонных полей любого спина вида

φm1...mk
=

2M

r
km1 . . . kmk

, (4.1.12)

которые удовлетворяют свободным спин-s уравнениям (3.9.7) в AdS4 пространстве.
Случай s = 2 воспроизводит член Керра-Шилда, отвечающий чернодырной мет-
рике (4.1.1). В разделах 4.3 и 4.4 будет показано, что поля высших спинов типа
Керра-Шилда удовлетворяют уравнениям линеаризованной теории высших спинов
и остаются ненулевыми для нелинейного решения.
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4.2 Уравнения высших спинов в четырех измерени-

ях

Чтобы воспроизвести решение Керра-Шилда для высших спинов, мы напомним струк-
туру 4d нелинейных уравнений высших спинов (подробнее см. [33]). В этом разделе
и далее для удобства положим λ2 = 1.

Нелинейные уравнения теории высших спинов в d = 4 сформулированы в терми-
нах 1-формы потенциаловW (Z, Y |x) = dxnWn(Z, Y |x) и 0-формы кривизныB(Z, Y |x),
зависящих от координат пространства-времени xn и вспомогательных спинорных пе-
ременных ZA и Y A. Кроме того, вводится вспомогательная 1-форма в Z-пространстве
S(Z, Y |x) = Sα(Z, Y |x)dzα + S̄α̇(Z, Y |x)dz̄α̇, которая выражается через динамические
поля теории с помощью уравнений движения. Также предполагается, что {dxn, dzα} =

0, {dxn, dz̄α̇} = 0. В данной главе рассматривается бозонный сектор уравнений выс-
ших спинов [13], то есть поля B и W являются четными функциями осцилляторов
(Z, Y ), а S – нечетной. Уравнения высших спинов, в которых отфакторизованы то-
пологические поля (см. [33]) в этом случае принимают вид

dW −W ? ∧W = 0 , (4.2.1)

dB −W ? B +B ? W̃ = 0 , (4.2.2)

dSα − [W,Sα]? = 0 , dS̄α̇ − [W, S̄α̇]? = 0 , (4.2.3)

Sα ? S
α = 2(1 +B ? v) , S̄α̇ ? S̄

α̇ = 2(1 +B ? v̄) , [Sα, S̄α̇]? = 0 , (4.2.4)

B ? S̃α + Sα ? B = 0 , B ? ¯̃Sα̇ + S̄α̇ ? B = 0 , (4.2.5)

где Ã = (−uα, ūα̇) для A = (uα, ūα̇),

v = exp (zαy
α) , v̄ = exp (z̄α̇ȳ

α̇) , (4.2.6)

а операция звездочного произведения во вспомогательном твисторном пространстве
коммутирующих переменных YA = (yα, ȳα̇), ZA = (zα, z̄α̇) определена следующим
образом

(f?g)(Z, Y ) =
1

(2π)8

∫
d4ud4vf(Z+U, Y+U)g(Z−V, Y+V )eUAV

A

, UAV
A = uαv

α+ūα̇v̄
α̇ .

(4.2.7)
В частности,

YA ? f = (YA −
∂

∂Y A
+

∂

∂ZA
)f , f ? YA = (YA +

∂

∂Y A
+

∂

∂ZA
)f ,
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ZA ? f = (ZA −
∂

∂Y A
+

∂

∂ZA
)f , f ? ZA = (ZA −

∂

∂Y A
− ∂

∂ZA
)f . (4.2.8)

Контур интегрирования в (4.2.7) выбран так, чтобы 1 ? f = f ? 1 = f . Заметим, что
такое определение звездочного произведения (4.2.7) отличается от используемого в
[33] отсутствием мнимой единицы в экспоненте. Из (4.2.8) легко видеть, что

[zα, zβ]? = −[yα, yβ]? = 2εαβ , [z̄α̇, z̄β̇]? = −[ȳα̇, ȳβ̇]? = 2εα̇β̇ , [yα, ȳα̇]? = [zα, z̄α̇]? = 0 .

(4.2.9)
Важным свойством звездочного произведения (4.2.7) является наличие левого и пра-
вого операторов Клейна (4.2.6), удовлетворяющих

v ?v = v̄ ? v̄ = 1 , v ?f(z, y) = f(−z,−y)?v , v̄ ?f(z̄, ȳ) = f(−z̄,−ȳ)? v̄ (4.2.10)

и
v ? f(z, y) = exp (zαy

α)f(y, z) , v̄ ? f(z̄, ȳ) = exp (z̄α̇ȳ
α̇)f(ȳ, z̄) . (4.2.11)

Заметим, что операторы Клейна, зависящие только от переменных Y или Z, есть
δ–функции [93] (и поэтому не являются целыми функциями)

δ(y) ? δ(y) = 1 , δ(y) ? f(y) = f(−y) ? δ(y) . (4.2.12)

Отметим также, что f̂(y) = f(y) ? δ(y) дает преобразование Фурье по переменной y,
f̂(y) =

∫
d2uf(u)e−uαyα

. Аналогичные формулы имеют место и для точечных спино-
ров, а также для y ↔ z.

Легко показать, что

v = δ(y) ? δ(z) , v̄ = δ(ȳ) ? δ(z̄) . (4.2.13)

То, что результат оказался целой функцией, а не обобщенной, есть следствие того,
что звездочка (4.2.7) отвечает нормальному упорядочению операторов, а не симмет-
ризованному (подробнее см. [33]).

Уравнения (4.2.1)-(4.2.5) совместны и явно инвариантны относительно калибро-
вочных преобразований вида

δB = ε ? B −B ? ε̃ , δW = dε+ [ε,W ]? , δSα = [ε, Sα]? , δS̄α̇ = [ε, S̄α̇]? (4.2.14)

с произвольным калибровочным параметром ε = ε(Z, Y |x). Вакуумное решение урав-
нений (4.2.1)-(4.2.5) описывающее пустоеAdS4 пространство имеет видB0 = 0 , S0 =

zαdz
α + z̄α̇dz̄

α̇ , W0 = W0(Y |x) , где

W0(Y |x) = −1

8

(
ωαα(x)y

αyα + ω̄α̇α̇(x)ȳ
α̇ȳα̇ − 2hαα̇(x)y

αȳα̇
)

(4.2.15)
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определяет AdS4 вакуумные поля через (3.3.10) и удовлетворяет

D2
0 ≡ dW0 −W0 ? ∧W0 = 0 . (4.2.16)

Переменные ZA в звездочном произведении (4.2.7) необходимы для описания вза-
имодействия высших спинов и не играют роли на свободном уровне. Согласно [60, 33]
свободные поля можно описать в развернутом формализме с помощью 1-формы
w(Y |x) и 0-формы C(Y |x)

w(Y |x) =
∞∑

n,m=0

1

n!m!
wα(n),α̇(m)y

α . . . yαȳα̇ . . . ȳα̇, C(Y |x) =
∞∑

n,m=0

1

n!m!
Cα(n),α̇(m)y

α . . . yαȳα̇ . . . ȳα̇ ,

(4.2.17)
описывающие, соответственно, линеаризованные потенциалы высших спинов и кри-
визны, а также вспомогательные поля. Поля w(Y |x) и C(Y |x) связаны с коэффициен-
тами тэйлоровского разложения W (Z, Y |x) и B(Z, Y |x) по степеням Y и не ограниче-
ны уравнениями (4.2.3)-(4.2.5). В секторе 0-форм свободные уравнения, возникающие
из (4.2.2), имеют вид условия ковариантного постоянства в твистованном модуле

D̃0C ≡ dC −W0 ? C + C ? W̃0 = 0 , f̃(y, ȳ) = f(−y, ȳ) . (4.2.18)

Линеаризованные уравнения для потенциалов высших спинов, следующие из (4.2.1),
имеют вид [60]

R1α(n),α̇(m) = δ(m)hγβ̇ ∧ hγβ̇Cα(n)γ(2) + δ(n)hγβ̇ ∧ hγβ̇Cα̇(m)β̇(2) , (4.2.19)

где кривизны R1α(n),α̇(m) суть компоненты линеаризованного тензора кривизны выс-
ших спинов

R1(Y |x) ≡ D0w(Y |x) . (4.2.20)

Заметим, что уравнение (4.2.18) с фиксированным W0 инвариантно относительно
преобразования глобальной симметрии высших спинов

δC = ε0 ? C − C ? ε̃0 , (4.2.21)

при условии, что
D0ε0 = 0 . (4.2.22)

Поскольку оператор твиста в (4.2.18) может быть реализован как f̃(Y ) = δ(y) ? f ?

δ(y) , то любое решение уравнения глобальной симметрии (4.2.22) ε0(Y |x) порождает
решение уравнения (4.2.18) вида

C(Y |x) = c1ε0(Y |x) ? δ(y) + c2ε0(Y |x) ? δ(ȳ) , (4.2.23)

где c1, c2 – произвольные константы. Эта формула возникает из-за того, что присо-
единенные и твистованные производные связаны друг с другом через Фурье преоб-
разование по yα или ȳα̇ переменным.
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4.3 Решение типа черной дыры в свободной теории

высших спинов

В третьей главе мы показали, что AdS4 черная дыра общего вида однозначно опре-
деляется в терминах заданного параметра глобальной симметрии KAB пространства
AdS4. Используем эту идею для обобщения на случай высших спинов. Поскольку
KAB удовлетворяет (3.3.9), то

D0f(KABY
AY B) = 0 (4.3.1)

для любой функции f(ξ). Формула (4.2.23) порождает решение свободных уравнений
высших спинов (4.2.18) в виде

C(Y |x) = Mf(KABY
AY B) ? δ(y) , (4.3.2)

где f(ξ) предполагается действительной и безразмерной. В общем случае C (4.3.2)
оказывается неэрмитовым, описывая на свободном уровне два действительных ре-
шения. Можно показать, что в секторе спина s = 2 каждое из них описывает общую
AdS4–Керр–НУТ черную дыру массы m и НУТ зарядом n

m ∼ Re M , n ∼ Im M (4.3.3)

для одной и наоборот для другой. В этой главе мы ограничимся простейшим стати-
ческим случаем (4.1.10), для которого M = M .

Чтобы C(Y |x) было действительным выберем f(ξ) = exp(ξ/2),

FK = exp (
1

2
KABY

AY B) . (4.3.4)

Коэффициент 1/2 в экспоненте (4.3.4) выбран так, что в силу (4.1.10), FK удовлетво-
ряет следующим соотношениям

FK ? FK = FK , FK ? δ(y) = FK ? δ(ȳ) . (4.3.5)

В результате, кривизна высших спинов первого порядка C(Y |x) = M exp (1
2
KABY

AY B)?

δ(y) дается выражением

C(Y |x) =
M

r
exp

(1

2
κ−1
αβy

αyβ +
1

2
κ̄−1

α̇β̇
ȳα̇ȳβ̇ − κ−1

αγ v
γ
α̇y

αȳα̇
)
, (4.3.6)

где κ−1
αβ = − 1

κ2 καβ и r =
√
−κ2. Из (4.3.6) следует, что тензоры Вейля высших спинов

имеют вид

Cα(2n) =
M

2nr
(κ−1

αα)n , C̄α̇(2n) =
M

2nr
(κ̄−1

α̇α̇)n . (4.3.7)
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Эти тензоры D–типа по Петрову описывают черную дыру Шварцшильда массы M

в секторе спина s = 2 (n = 2) вместе с её обобщением для высших спинов. Заметим,
что тетрадо-подобные связности высших спинов, соответствующие (4.3.7), у которых
одинаковое число точечных и неточечных индексов, можно показать, калибровочно
эквивалентны следующему

Wphys =
M

r
hαα̇kαα̇ exp

(
− 1

2
kββ̇y

β ȳβ̇
)
, (4.3.8)

что, с точностью до численных коэффициентов, воспроизводит поля Керра-Шилда
высших спинов (4.1.12).

4.4 Черная дыра в нелинейной теории высших спи-

нов

Имея решение типа Шварцшильда на свободном уровне (4.3.6), нужно проанали-
зировать нелинейные поправки, которые могут возникать в системе (4.2.1)-(4.2.5).
Специальный выбор функции (4.3.4) упрощает этот анализ, позволяя решить задачу
точно.

Чтобы восстановить поле кривизны высших спинов B(Z, Y |x) и вспомогательную
1-форму S(Z, Y |x), сначала нужно разрешить связи (4.2.4), (4.2.5), которые образуют
замкнутую подсистему уравнений. Это полностью фиксирует динамику, сводя задачу
к определению потенциалов высших спинов через кривизны из уравнений (4.2.1)-
(4.2.3).

4.4.1 Чернодырные вакуумы Фока

Важным свойством FK (4.3.4) является то, что он порождает вакуум Фока в звез-
дочной алгебре и позволяет определить подалгебру от меньшего числа осцилляторов.
Действительно, введем проекторы Π±AB

Π±AB =
1

2
(εAB ±KAB) , Π±A

CΠ±C
B = Π±A

B , Π±A
CΠ∓C

B = 0 , (4.4.1)

и операторы рождения и уничтожения Y±A = Π±A
BYB , со свойствами

[Y+A, Y+B]? = [Y−A, Y−B]? = 0 , [Y+A, Y−B]? = Π+AB . (4.4.2)

Тогда, FK есть вакуум Фока, удовлетворяющий (4.3.5) и

Y−A ? FK = FK ? Y+A = 0 . (4.4.3)
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Кроме того, (4.3.4) ковариантно постоянен на AdS4 пространстве, то есть D0FK = 0 .

В нелинейной задаче необходимо анализировать поправки, возникающие за счет
зависимости полей от Z–переменной. FK – единственный, независящий от Z элемент
звездочной алгебры (4.2.7), удовлетворяющий (4.4.3). В общем случае, звездочная
алгебра содержит множество F элементов f(Z, Y |x), которые удовлетворяют усло-
виям

Y−A ? f = f ? Y+A = 0 , f = FKφ(A|x) , (4.4.4)

где φ – произвольная функция и

AA = (aα, āα̇) = Y+A+Z+A−(Y−A−Z−A) = ZA+KA
BYB , [AA, AB]? = 4εAB . (4.4.5)

Множество F образует подалгебру в звездочной алгебре. А именно,(
FKφ1

)
?
(
FKφ2

)
= FK(φ1 ∗ φ2) , (4.4.6)

здесь мы ввели индуцированную операцию звездочного произведения ∗, действую-
щую на подпространстве функций вида φ(A|x). Ее явный вид оказывается следую-
щим

(φ1 ∗ φ2)(A) =

∫
d4Uφ1(A+ 2U+)φ2(A− 2U−)e2U+AU

A
− . (4.4.7)

Интеграл (4.4.7) нормирован так, чтобы 1 ∗ φ = φ ∗ 1 = φ. Звездочка (4.4.7) ас-
социативна и соответствует нормальному упорядочению операторов (Y−A − Z−A) и
(Y+A + Z+A).

Заметим, что любая функция вида F̃K = f(Z|x) ? FK удовлетворяет (4.4.3) и,
следовательно, может быть представлена в виде (4.4.4). В самом деле, используя
(4.2.7), легко проверить, что

FK ? f(Z|x) =
1

4
FK

∫
d2vd2v̄f(A− V |x)e

1
2
KABV

AV B

. (4.4.8)

Для (анти)голоморфных функций еще одно интегрирование дает

FK ? f(z) =
1

2r
FK

∫
d2vf(a− v)e

1
2

κ−1
αβ v

αvβ

, FK ? f(z̄) =
1

2r
FK

∫
d2v̄f(ā− v̄)e

1
2

κ̄−1

α̇β̇
v̄α̇v̄β̇

.

(4.4.9)
В дальнейшем мы будем иметь дело с (анти)голоморфными функциями осциллято-
ров (āα̇)aα, используя соотношения

[aα, f(a)]∗ = 2
∂

∂aα
f(a) , {aα, f(a)}∗ = 2(aα + κα

β ∂

∂aβ
)f(a) , [aα, āα̇]∗ = 0 .

(4.4.10)
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Звездочка (4.4.7) допускает существование операторов Клейна K и K̄ вида

K =
1

r
exp

(1

2
κ−1
ααa

αaα
)
, K̄ =

1

r
exp

(1

2
κ̄−1
α̇α̇ ā

α̇āα̇
)
, (4.4.11)

которые удовлетворяют соотношениям

K ∗ K = K̄ ∗ K̄ = 1 , {K, aα}∗ = {K̄, āα̇}∗ = 0 , [K, K̄]∗ = [K, āα̇]∗ = [K̄, aα]∗ = 0

(4.4.12)
и возникают из следующего тождества

FK ? δ(z) = FKK , FK ? δ(z̄) = FKK̄ . (4.4.13)

4.4.2 Явное решение

Основное наблюдение, позволяющее решить задачу, состоит в том, что уравнения
(4.2.4) и (4.2.5) можно решить точно для 0-формы кривизны B(Z, Y |x) вида

B = MFK ? δ(y) (4.4.14)

и
Sα = zα + FKσα(a|x) , S̄α̇ = z̄α̇ + FK σ̄α̇(ā|x) (4.4.15)

с некоторыми функциями σα(a|x), σ̄α̇(ā|x), которые будут найдены позже. В рамках
индуцированной звездочки, этот анзац сводит уравнения (4.2.4), (4.2.5) к двум копи-
ям (анти)голоморфных 3d деформированных осцилляторов, рассмотренных в [94, 46]
в контексте 3d полей высших спинов. Действительно, определяя

sα = aα + σα(a|x) , s̄α̇ = āα̇ + σ̄α̇(ā|x) (4.4.16)

и используя (4.2.13), (4.3.5), (4.4.10), (4.4.12) и (4.4.13) получается следующая система

[sα, sβ]∗ = 2εαβ(1 +MK) , {K, sα}∗ = 0 , K ∗ K = 1 . (4.4.17)

Исторически, деформированные осцилляторы (4.4.17) в несколько ином виде впер-
вые были введены Вигнером в [95]. M играет роль параметра деформации.

Аналогичные уравнения справедливы и в точечном секторе

[s̄α̇, s̄β̇]∗ = 2εα̇β̇(1 +MK̄) , {s̄α̇, K̄}∗ = 0 , K̄ ∗ K̄ = 1 . (4.4.18)

Кроме того,

[sα, s̄α̇]∗ = 0 , [sα, K̄]∗ = 0 , [s̄α̇,K]∗ = 0 , [K, K̄]∗ = 0 . (4.4.19)
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Уравнения (4.4.17)-(4.4.19) появляются вследствие (4.4.12) и (4.4.10).
Подходящий анзац для 1-формы связности высших спинов W (Y, Z|x) выберем в

виде
W = W0 + FK

(
ω(a|x) + ω̄(ā|x)

)
, (4.4.20)

где W0(Y |x) определяется из (4.2.15), а остальные члены результат явной голоморф-
ной факторизации относительно переменных (aα, āα̇). Заметим, что (4.4.20) не имеет
никаких голоморфных свойств в переменных (yα, ȳα̇), поскольку, как aα, так и āα̇

смешивают yα с ȳα̇ через (4.4.5).
Из (4.2.15) и (4.2.8) следует, что

D0

(
FKf(A|x)

)
= FK

(
d̂− 1

2
dKAB ∂2

∂AA∂AB

)
f(A|x) , (4.4.21)

где зависимость AA от x учтена с помощью (3.3.9) и (4.2.16), так что дифференциал
d̂ в (4.4.21) учитывает только явную зависимость от x, то есть d̂A = 0. Используя
(4.4.21), уравнения высших спинов, которые остается решить, сводятся к следующим

[sα, sβ]∗ = 2εαβ(1 +MK) , (4.4.22)

Qsα − [ω, sα]∗ = 0 , (4.4.23)

Qω − ω ∗ ∧ω = 0 , (4.4.24)

и их комплексно-сопряженным, где

Q = d̂− 1

2
dκαα ∂2

∂aα∂aα
. (4.4.25)

Оператор Q наследует у D0 следующие свойства

Q
(
f(a|x) ∗ g(a|x)

)
= Qf(a|x) ∗ g(a|x) + f(a|x) ∗ Qg(a|x) , (4.4.26)

Q2 = 0 , Qaα = 0 , QK = 0 . (4.4.27)

Стоит отметить, что хотя Q (4.4.25) и содержит вторые производные от осцилля-
торов, он, тем не менее, удовлетворяет правилу Лейбница (4.4.26). Это происходит
потому, что звездочное произведение (4.4.7) само зависит от x так, что действие d̂
на звездочку ∗ эффективно компенсирует появление членов нарушающих (4.4.26).
Заметим, что похожая конструкция недавно обсуждалась в [96] в другом контексте
– определения кольца решений развернутых уравнений высших спинов (см. Прило-
жение в [96]).

Поскольку мы рассматриваем чисто бозонный случай, связность (4.4.20), явля-
ясь чётной функцией осцилляторов a, коммутирует с оператором Клейна (4.4.11),
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поэтому уравнение (4.2.2) автоматически выполнено (в присутствии фермионов это
было бы неверно). В следующих разделах мы решаем уравнения (4.4.22)-(4.4.24) и
получаем следующий окончательный результат для черной дыры теории высших
спинов:

Sα = zα +MFK
a+
α

r

∫ 1

0

dt exp
( t

2
κ−1
ββ a

βaβ
)
, (4.4.28)

S̄α̇ = z̄α̇ +MFK
ā+
α̇

r

∫ 1

0

dt exp
( t

2
κ̄−1

β̇β̇
āβ̇āβ̇

)
, (4.4.29)

B =
M

r
exp

(1

2
κ−1
αβy

αyβ +
1

2
κ̄−1

α̇β̇
ȳα̇ȳβ̇ − κ−1

αγ v
γ
α̇y

αȳα̇
)
, (4.4.30)

W = W0 +
M

8r
FKdτ

ααa+
αa

+
α

∫ 1

0

dt (1− t) exp
( t

2
κ−1
ββ a

βaβ
)

+ c.c.+ FKf0 , (4.4.31)

где
ταα ≡

καα

r
, (4.4.32)

f0 = −M
8

(τααω
αα + τ̄α̇α̇ω̄

α̇α̇) +
M

4r
hαα̇(vαα̇ + kαα̇) (4.4.33)

и вектор Керра-Шилда kαα̇ определен в (4.1.8). Подчеркнем, что именно анзац (4.4.20),
приводящий к голоморфной факторизации относительно осцилляторов aα и āα̇, поз-
волил проинтегрировать уравнения на связность высших спинов. Заметим также,
что (4.4.28) и (4.4.29) найдены не в стандартной калибровке пертурбативного анализа
уравнений высших спинов [13, 33], в которой S(Z, Y )|Z=0 = 0. Следовательно, чтобы
воспроизвести решение типа Керра-Шилда для безмассовых полей (4.3.8) в первом
порядке по M нужно произвести соответствующее калибровочное преобразование
полученного решения. В первом порядке оно имеет следующий вид W can = W +D0g,
где g = −1

2

∫ 1

0
dtzαSα|z→tz + c.c.+ g0(Y |x) и g0(Y |x) произвольно.

4.4.3 Получение решения

Как было показано, связи (4.2.4), (4.2.5) приводятся к виду уравнения (4.4.22). По
аналогии со стандартным анализом теории возмущений [13, 33], в первом порядке по
M получаем уравнение ∂

∂aασ
α = MK , которое можно решить в виде

σ±α (a|x) =
M

r
a±α

∫ 1

0

dt exp
( t

2
κ−1
ββ a

βaβ
)
, a±α ≡ π±α

βaβ , (4.4.34)

где π±αβ – проекторы (4.1.9). В действительности это решение удовлетворяет (4.4.22)
во всех порядках, поскольку [σ±α , σ

±
β ]∗ = 0. В самом деле, проекторы (4.1.9) делают ан-

тисимметричную матрицу [σ±α , σ
±
β ]∗ одномерной и, следовательно, равной нулю. Вы-

бирая для определенности знак плюс в (4.4.34), получаем уравнения (4.4.28)-(4.4.30).
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Имеем следующее важное свойство для (4.4.34)

Qσα = −1

4

∂

∂aα
Ωββ{aβ, σβ}∗ , (4.4.35)

где Ωαα(x) – sp(2) плоская связность (кроме, быть может, точки r = 0, см. (4.4.32))

Ωαα = dτα
γτγα , dΩαα − Ωα

γ ∧ Ωγα = 0 . (4.4.36)

Чтобы найти 1-форму связности высших спинов W (Y, Z|x), которая отвечает
уравнениям (4.4.28)-(4.4.30), начнем с анализа (4.4.23). Будем решать его по теории
возмущений. В первом порядке по M имеем

∂ω

∂aα
= −1

2
Qσα . (4.4.37)

Используя (4.4.35), связность первого порядка может быть записана в следующем
замечательном виде

ω(a|x) =
1

8
Ωαα{aα, σα}∗ + f0 +O(M2) , (4.4.38)

где f0(x) – некоторая независящая от aα 1-форма.
Свойство (4.4.35), (4.4.38) позволяет найти точное решение (4.4.23). В самом деле,

заметим, что первый член в (4.4.38) является линеаризованной частью 1
8
Ωαα(sα ∗sα−

aα ∗aα). Используя то, что билинейная комбинация деформированных осцилляторов

Tαα = sα ∗ sα (4.4.39)

правильно действует на sα, [Tαα, sβ]∗ = 4εαβsα, получаем точное решение (4.4.23) в
следующем простом виде

ω(a|x) =
1

8
Ωαα(sα ∗ sα− aα ∗ aα)+ f0 , ω̄(ā|x) =

1

8
Ω̄α̇α̇(s̄α̇ ∗ s̄α̇− āα̇ ∗ āα̇)+ f̄0 . (4.4.40)

Замечательно, что связность (4.4.40), в действительности, не содержит членовO(M2),
то есть

ω2(a|x) =
1

8
Ωαασα ∗ σα = 0 . (4.4.41)

Проще всего это можно понять, если заметить, что из (4.4.23) следует

∂ω2

∂aα
=

1

2
[ω1, σα]∗ (4.4.42)

и следовательно, π−α γ
∂
∂aγω2(a|x) = 0 , то есть ω2 = ω2(a

−|x). С другой стороны легко
видеть, что ω2(a|x) (4.4.41) является целой функцией осцилляторов a±, причем

(a+ ∂

∂a+
− a−

∂

∂a−
)ω2(a

±|x) = 2ω2(a
±|x) . (4.4.43)
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Отсюда заключаем, что такая функция есть просто ноль. Заметим, что непосред-
ственная проверка этого факта, которая также была проведена, является нетриви-
альной и приводит к интересным интегральным тождествам.

Решив (4.2.3), остается проверить, что выполнено уравнение нулевой кривиз-
ны (4.4.24), этим связность высших спинов определится окончательно. Подставляя
(4.4.40) в (4.4.24) и замечая, что

dΩαα{aα, σα}∗ = −MdΩααταα (4.4.44)

находим

df0 =
M

16
dταγ ∧ dτγαταα . (4.4.45)

Заметим, что правая часть в (4.4.45) совместна с d2f0 = 0. Действительно, d2f0 =
M
16
dταγ ∧ dτγα ∧ dταα есть просто 3-форма 3d объема для “триады” Eαα = dταα. Она,

однако, является вырожденной, поскольку τααταα = const и поэтому равна нулю.
Заметим еще, что f0 входит в связность (4.4.20) в виде вещественной комбинации
f0 = f0 + f̄0, которую можно взять в явном виде (4.4.33). Легко проверить, что
(4.4.33) действительно удовлетворяет (4.4.45) плюс комплексно сопряженное слагае-
мое. Итак, окончательный вид связностей высших спинов получается в виде (4.4.31).

4.5 Симметрии

Глобальные симметрии статической черной дыры в четырех измерениях содержат
пространственные SO(3) вращения и сдвиги по времени R1 как в геометрии асимп-
тотического пространства Минковского, так и в AdS4 (в действительности в его на-
крывающей). Инфинитезимально, они образуют алгебру su(2) ⊕ gl(1). Статическая
черная дыра Рейснера-Нордстрема характеризуется еще и электрическим зарядом
e и эквивалентна решению Шварцшильда при e = 0. При критическом значении
заряда e2 = M2, черная дыра находится в экстремальном состоянии, характеризую-
щимся совпадением горизонта и поверхности Коши [97], при этом она оказывается
еще и суперсимметричной (БПС) [98]. Заметим, что на свободном уровне поле спина
s = 1 в (4.4.30) является как раз напряженностью Максвелла для потенциала AdS4

черной дыры Рейснера–Нордстрема.
В этом разделе мы проанализируем глобальные симметрии найденного статиче-

ского решения чернодырного типа в теории высших спинов. Покажем, что (i) ее
пространственно-временная симметрия есть su(2) ⊕ gl(1), (ii) решение является су-
персимметричным, сохраняя четверть суперсимметрий 4d N = 2 нелинейной теории
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высших спинов [13], наконец, (iii) имеется бесконечно-мерная (супер)симметрия выс-
ших спинов, обобщающая (i) и (ii).

4.5.1 Бозонные симметрии

Из (4.2.14) следует, что параметр остаточной глобальной симметрии данного решения
ε0(Y |x) удовлетворяет уравнению ε0 ? B − B ? ε̃0 = 0 . Заметим, что все симметрии с
параметрами ε0(Z, Y |x) зависящими от Z спонтанно нарушены из-за зависимости от
Z вакуумной части поля S. Учитывая (4.4.14), имеем

ε0 ? FK − FK ? ε0 = 0 . (4.5.1)

Поскольку вакуум Фока FK удовлетворяет (4.4.3), то общее решение уравнения (4.5.1)
имеет следующий вид

ε0(Y |x) =
∞∑

m,n=1

f0A(m),B(n)(x)Y
A
+ ? . . . ? Y A

+︸ ︷︷ ︸
m

? Y B
− ? . . . ? Y B

−︸ ︷︷ ︸
n

+c0(x) . (4.5.2)

Заметим теперь, что любой ε0(Y |x) из (4.5.2) коммутирует с FKφ(A|x), что легко
видеть из (4.4.4). В результате, единственное нетривиальное условие в (4.2.14) имеет
вид dε0+[ε0,W0]? = 0 . Оно равносильно тому, что ε0(Y |x) (4.5.2) (то есть f0A(m),B(n)(x)

и c0(x)) ковариантно постоянен в AdS4.
Максимальная конечномерная подалгебра (4.5.2) задается билинейными комби-

нациями осцилляторов Y−, Y+ и константами. В частности, она содержит генераторы
алгебры su(2)⊕ gl(1)

TAB = Y
(A
+ Y

B)
− , T = Y−AY

A
+ , (4.5.3)

принадлежащей к классу (4.5.2). Поскольку sp(4) алгебра симметрий AdS4 простран-
ства реализована различными билинейными комбинациями осцилляторов YA, то по-
далгебра su(2) ⊕ gl(1) описывает ненарушенные пространственно-временные сим-
метрии. Таким образом, полученное решение действительно статично и сферически
симметрично. Заметим, что независящий от Y постоянный параметр в (4.5.2) соот-
ветствует внутренней u(1)–симметрии. Полный набор параметров (4.5.2) порождает
бесконечномерную алгебру глобальных симметрий черной дыры теории высших спи-
нов.

4.5.2 Суперсимметрия

Решение (4.4.28)-(4.4.31) оказывается обладает суперсимметрией, что наиболее про-
сто видеть, если вложить рассматриваемые бозонные уравнения в N = 2 супер-

112



симметричную систему нелинейных уравнений высших спинов [13] (см. также, [33]),
которая имеет следующий вид

dW −W ? ∧W = 0 , dB − [W ,B]? = 0 , dS − [W ,S]? = 0 , (4.5.4)

S ? S = dzαdz
α(1 + B ? kv) + dz̄α̇dz̄

α̇(1 + B ? k̄v̄) , [S,B]? = 0 , (4.5.5)

где W = W(Z, Y ; k, k̄|x), B = B(Z, Y ; k, k̄|x) и k, k̄ – внешние операторы Клейна,
удовлетворяющие k2 = k̄2 = 1, [k, k̄] = [k, dxµ] = [k̄, dxµ] = 0 и

kf(Z, Y ; dZ; k, k̄|x) = f(Z̃, Ỹ ; dZ̃; k, k̄|x)k , k̄f(Z, Y ; dZ; k, k̄|x) = f(−Z̃,−Ỹ ;−dZ̃; k, k̄|x)k̄ ,
(4.5.6)

где ŨA = (−uα, ūα̇) для UA = (uα, uα̇).
Отметим, что система (4.5.4), (4.5.5) описывает двойной набор безмассовых полей,

то есть каждое безмассовое поле целого и полу-целого спина входит в спектр дважды.
Ее бозонный сектор состоит из двух независимых подсистем, каждая из которых
описывается уравнениями (4.2.1)-(4.2.5) и возникает в результате проектирования
уравнений (4.5.4), (4.5.5) с помощью следующих проекторов

P± =
1

2
(1± kk̄) , P±P± = P± , P∓P± = 0 . (4.5.7)

Из (4.5.6) видно, что они коммутируют с бозонными полями, которые являются чет-
ными функциями спинорных переменных, но не коммутируют с фермионными. Та-
ким образом, бозонная редукция системы (4.5.4), (4.5.5) описывает два независимых
бозонных мира. Каждый из них несуперсимметричен, поскольку P± не коммутирует
с фермионами. Стандартная N = 2 суперсимметрия реализуется в “диагональном
мире” с метрикой gnm = 1

2
(g+nm + g−nm).

Естественным чернодырым решением суперсимметричной теории является ком-
бинация решений из каждого бозонного сектора, причем a priori, можно выбирать
решения с независимыми K±AB. Мы же рассмотрим случай, когда K+

AB = −K−AB и со-
ответствующие вакуумы Фока (4.3.4) F±K имеют противоположные свойства1 (4.4.3)

Y∓AF
±
K = F±KY±A = 0 , F±K = exp

(
± 1

2
KABY

AY B
)
. (4.5.8)

Рассмотрим бозонное решение N = 2 суперсимметричной теории высших спинов
следующего вида

W = (P+W+ + P−W−) , B =
1

2
(B+(k + k̄) + iB−(k − k̄)) , S = (P+S+ + P−S−) .

(4.5.9)
1Заметим, что хотя звездочное произведение противоположных вакуумов F±K не определено (бес-

конечно), это не имеет значения, поскольку они живут в разных секторах P± и, поэтому, не пере-
секаются.
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Заметим, что множитель i в определении B (4.5.5) появился вследствие условия ве-
щественности, а имеено, в силу того, что k k̄ комплексно сопряжены [13]. Индексы
± соответствуют решениям в секторах P±, которые могут иметь разные массы M±.
Удобно потребовать, чтобы вакуумные поля обоих секторов совпадали: W±

0 = W0,
S±0 = S0. В случае, если M+ или M− равно нулю, то соответствующий мир является
пространством AdS4.

Параметр глобальной симметрии ε(Y ; kk̄|x) теперь зависит и от kk̄ = P+ − P− и
удовлетворяет условиям

[B, ε]? = 0 , [ε,S]? = 0 , dε− [W , ε]? = 0 . (4.5.10)

Эти условия выполнены для любого ковариантно постоянного в AdS4 параметра ε,
имеющего следующий вид

ε(Y ; kk̄|x) = ε+lA(Y )?Y A
− P

+ + ε−lA(Y )?Y A
+ P

−+ c0 = P+Y A
+ ? ε+rA(Y )+P−Y A

− ? ε
−
rA(Y )+ c0

(4.5.11)
с некоторыми ε±lA(Y ) и ε±rA(Y ). В самом деле, например члены пропорциональные
F+P+ аннигилируются Y− слева, Y+ справа, а P− с обеих сторон.

Очевидно, что параметры глобальной симметрии вида (4.5.2) принадлежат к
классу (4.5.11). Однако, теперь также возможны нечетные по YA параметры. В част-
ности, имеет место глобальная суперсимметрия с AdS4 – ковариантно постоянным
спинорным параметром εA−(x)

ε(Y ; kk̄|x) = εA−(x)P−Y−A = εA−(x)Y−AP
+ , D0ε

A
−(x) = 0 , ΠA

+B(x)εB−(x) = 0 ,

(4.5.12)
принадлежащим данному классу (напомним, что YA антикоммутируют с kk̄). Дан-
ная глобальная суперсимметрия является четвертью от N = 2 суперсимметрии и
порождается частью генераторов AdS4 вакуума Q1

A = YA и Q2
A = ikk̄YA [99] (4.5.4),

(4.5.5). Следовательно, алгебра симметрий найденного чернодырного решения тео-
рии высших спинов соответствует 1

4
БПС – состоянию. Это является указанием того,

что эта черная дыра, в действительности, экстремальна.
Ковариантно постоянные решения (4.5.11) образуют бесконечномерную подалгеб-

ру высших спинов глобальных симметрий найденного чернодырного решения.

4.6 Заключительные замечания

В данной главе предложено новое точное решение 4d бозонной теории высших спи-
нов, являющееся обобщением черной дыры Шварцшильда теории относительности
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при учете взаимодействия бесконечного набора безмассовых полей всех целых спи-
нов. На свободном уровне в секторе спина s = 2 решение содержит черную дыру
Шварцшильда. То, что вклад полей высших спинов становится существенным в ре-
жиме сильных полей, проиллюстрировано замечательным свойством – нелинейные
поправки взаимно сокращаются для черной дыры Шварцшильда в полной теории
высших спинов, сводя нелинейные уравнения к свободным. Это свойство является
аналогом для высших спинов того известного факта, что обычный анзац Керра-
Шилда сводит нелинейные уравнения Эйнштейна, описывающие 4d черную дыру
к свободным уравнения Паули-Фирца. Подчеркнем, что безмассовые поля высших
спинов сами по себе не удовлетворяют свободным уравнениям в поле черной дыры,
если не учитывать их взаимодействие. За это сокращение отвечает дополнительное
взаимодействие между полями, благодаря членам в кривизне высших спинов (4.2.2).
Им, в результате действия неабелевой операции звездочного произведения, соответ-
ствуют билинейные комбинации в связностях.

В рамках предложенной конструкции статическая черная дыра высших спинов
описана с помощью вакуума Фока в звездочной алгебре вспомогательного твисторно-
го пространства. Благодаря вакууму Фока, четырехмерные уравнения высших спи-
нов эффективно проецируются на трехмерные, рассмотренные в [46] и описывающие
массивные 3d поля материи, которые можно решить с помощью деформированных
осцилляторов Вигнера. Масса черной дыры M совпадает с вакуумным значением
B0 = ν из [46], задающее масштаб масс в 3d теории взаимодействующих массив-
ных полей. Такая редукция предполагает интересное соответствие между теорией
взаимодействующих AdS3 массивных полей с масштабом масс ν и 4d черной дырой
высших спинов массы M , ν = λGM, где −λ2 – космологическая постоянная и G –
константа Ньютона. Более того, полученные результаты указывают на то, что в тео-
рии высших спинов флуктуации на фоне черной дыры описываются калибровочной
теорией меньшего числа измерений. Таким образом, возникает нетривиальная схема
размерной редукции аналогичная бранной картине в теории струн.

На линейном уровне, когда поля высших спинов не дают вклад в метрику, най-
денное решение в секторе спина s = 2 описывает черную дыру Шварцшильда в про-
странстве AdS4 по аналогии с заряженным решением Рейснера-Нордстрема вклад
метрику электрического заряда начинается со второго порядка через тензор энергии
импульса. То, что решение суперсимметрично, по-видимому, означает его экстре-
мальность.

Одной из главных задач дальнейшего исследования является изучение физиче-
ских свойств полученного решения. В частности, естественен вопрос о малых флук-
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туациях на фоне найденной черной дыры. Анализ этой проблемы, возможно, прольет
свет на такие фундаментальные понятия как горизонты, ловушечные поверхности и
тому подобное применительно к черной дыре теории высших спинов. Поскольку эта
теория существенно нелокальна на нелинейном уровне, включая производные более
высокого порядка с ростом спина, анализ этих вопросов должен быть проведен с
использованием методов выходящих за рамки анализа стандартной общей теории
относительности. Например, не гарантировано, что распространение сигнала описы-
вается уравнением геодезических кривых. Более того, в теории высших спинов в фазе
с ненарушенными симметриями совсем не ясно как определить метрический тензор
вне рамок линеаризованного приближения. Изучение термодинамических свойств
полученного решения является также приоритетной задачей.

Применением развитых в этой главе методов могут быть обобщения стационар-
ной черной дыры (решение Керра) в теории высших спинов в четырех измерениях.
Общее, d – мерное обобщение также возможно в рамках развитого формализма как
на свободном, так и на нелинейном уровне. Предварительный анализ показывает, что
наш метод должен работать в различном числе измерений. Это становится особенно
интересным в контексте черных колец [81], которые существуют в d ≥ 5. Последней,
но не менее важной, задачей является изучение суперсимметричных чернодырных
решений в теории высших спинов.

Результаты данной главы изложены в работе [104].
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Заключение

Ниже сформулированы основные результаты предлагаемой диссертации.

1. Найден общий вид вакуумных калибровочных полей в обобщенном AdS супер-
пространстве, ассоциированном с группой OSp(L,M). Это позволило нам опи-
сать динамику свободных безмассовых полей в обобщенном AdS пространстве-
времени и найти законы их (обобщенных)конформных преобразований и пре-
образований высших спинов. Найдено в явном виде общее решение полевых
уравнений. Результаты получены с помощью звездочной реализации ортосим-
плектических супералгебр.

2. Показано, что БТЗ черная дыра является точным решением калибровочной
теории полей высших спинов в трехмерном пространстве-времени. Используя
формализм звездочной алгебры, лежащий в основе теории высших спинов, най-
дены решения для безмассовых полей в метрике черной дыры. Обнаружено, что
при некотором условии квантования на массу и угловой момент черной дыры,
метрика имеет дополнительные симметрии, связанные с бесконечномерной ал-
геброй высших спинов.

3. Предложена развернутая формулировка AdS4 черной дыры, характеризуемой
массой, НУТ-зарядом, электрическим и магнитными зарядами и двумя ки-
нематическими параметрами, один из которых является угловым моментом.
Найден интегрирующий поток, который связывает полученную развернутую
систему черной дыры с условием ковариантного постоянства AdS4 параметра
глобальной симметрии. Предложенная формулировка приводит к координатно-
независимому описанию метрики черной дыры в AdS4. Её заряды отождествле-
ны с эволюционными параметрами интегрирующих потоков, а кинематические
параметры – с первыми интегралами развернутой системы уравнений, которые
выражаются через инварианты AdS4 параметра глобальной симметрии. Пока-
зано, как с помощью предложенного метода воспроизводятся различные извест-
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ные метрики черных дыр, включая метрику Картера и Керра-Ньюмена. Сво-
бодные калибровочные параметры позволяют выбирать различные представле-
ния метрики, такие как представление Керра-Шилда, двойное представление
Керра-Шилда или обобщенное Картера-Плебанского, в координатно-независимом
виде.

4. Получено точное статическое сферически-симметричное решение нелинейной
бозонной калибровочной теории высших спинов в четырех измерениях, сохра-
няющее четверть суперсимметрийN = 2 суперсимметричной 4d теории высших
спинов. В пределе слабого поля решение описывает в секторе спина s = 2 AdS4

черную дыру Шварцшильда, а также безмассовые возбуждения типа Керра-
Шилда для всех полей целого спина.

Диссертация основана на работах [100]-[104] из списка литературы.

В заключение я бы хотел выразить искреннюю признательность своему научному
руководителю Михаилу Андреевичу Васильеву, на чьих идеях основана вся предла-
гаемая диссертация. Я рад, что у меня есть возможность учиться у него и работать
вместе с ним. Также, я благодарен своему соавтору А.С. Матвееву, внесшего весомый
вклад в работы на, которых основаны вторая и третья главы диссертации. Наконец,
я бы хотел поблагодарить всех сотрудников Отделения Теоретической Физики им.
И.Е. Тамма за создание прекрасной атмосферы дружелюбия в отделе.
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Приложение I. Явный вид гомоморфизма группы Sp(M)

в звездочной алгебре

Покажем, что формула

g(U) =
2

M
2√

det ‖U + 1‖
exp

(
1

2

(
U − 1

U + 1

)αβ
αααβ

)
(I.1)

соответствует закону умножения группы Sp(M), то есть (1.1.20) действительно удо-
влетворяет уравнению (1.1.19). Ищем U(f) в виде

U(f) =
∞∑
n=0

anf
n , (I.2)

где an некоторые коэффициенты. Следовательно U(f1)U(f2) =
∞∑

m,n=0

amanf
m
1 f

n
2 . По-

скольку это выражение содержит все f1 слева, а f2 справа, мы должны найти такую
функцию U(f), что U(f1 ◦ f2) содержит f1 и f2 в правильной последовательности.
Имеем

U(f1 ◦ f2) =
∞∑
m=0

am{
∞∑
n=0

an(−1)n((f1f2)
n(1 + f1)− (f2f1)

n(1 + f2))}m . (I.3)

Все члены, соответствующие неправильному порядку, должны быть равны нулю.
Анализ первых нескольких членов U(f1 ◦ f2) подсказывает вид коэффициентов an =

{a0, a, a, a, ...}, то есть
U(f) = a0 − a+

a

1− f
. (I.4)

Подстановка U(f) в уравнение U2(f) = U(f ◦ f) фиксирует a0 = 1, a = 2, таким
образом

U(f) =
1 + f

1− f
. (I.5)

Чтобы доказать, что полученное решение действительно удовлетворяет уравнению
(1.1.19), нужно проверить тождество

(1 + f1 ◦ f2)
1− f2

1 + f2

= (1− f1 ◦ f2)
1 + f1

1− f1

(I.6)

эквивалентное соотношению

{1 +
∞∑
n=0

(−1)n((f2f1)
n(1 + f2)− (f1f2)

n(1− f1))}(1 + 2
∞∑
m=1

(−1)mfm2 ) =

{1−
∞∑
n=0

(−1)n((f2f1)
n(1 + f2)− (f1f2)

n(1− f1))}(1 + 2
∞∑
m=1

fm1 ) ,
(I.7)
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которое проверяется элементарно.
Предэкспоненциальный множитель решает уравнение

r(U1)r(U2)√
det ‖f1f2 + 1‖

= r(U1U2) , (I.8)

что становится очевидным после подстановки (1.1.20)

2
M
2√

det ‖U1 + 1‖
· 2

M
2√

det ‖U2 + 1‖
· 1√

det
∥∥∥U1−1
U1+1

U2−1
U2+1

+ 1
∥∥∥ =

2
M
2√

det ‖U1U2 + 1‖
. (I.9)

Этим завершаем доказательство формулы (1.1.20). Доказательство для суперсим-
метричного случая аналогично.

Приложение II. Вспомогательные вычисления

II.a Действие оператора (момента) импульса на скалярное поле

Для того, чтобы найти действие генераторов Lαβ и Pαβ на скалярное поле на массовой
оболочке, рассмотрим производящий параметр вида

ξ = exp(aαµ
α + bαη

α)

с постоянными источниками µα и ηα. Как показано в разделе 1.3, генераторы гло-
бальных симметрий получаются из (2.4.2)

ε = exp(aαµ̂
α + bαη̂

α) , (II.a.1)

где

µ̂α =
1

2
(W−1

1 +W2)α
βµβ +

1

2
(W−1

1 −W2)α
βηβ , (II.a.2a)

η̂α =
1

2
(W−1

1 +W2)α
βηβ +

1

2
(W−1

1 −W2)α
βµβ . (II.a.2b)

Дифференцирование по источникам µα, ηα дает генераторы глобальных симметрий
пространства AdS 3

εPαβ =

(
∂2

∂µα∂µβ
+

∂2

∂ηα∂ηβ

)
ε

∣∣∣∣µ=0
η=0

, (II.a.3a)

εLαβ =
1

2

(
∂2

∂µα∂ηβ
+

∂2

∂ηα∂µβ

)
ε

∣∣∣∣µ=0
η=0

. (II.a.3b)
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Используя (2.5.11) и выполняя звездочное умножение, получаем

δ|C(b|X)〉 = ε ? |0〉〈0| = exp(bαη̂
α +

1

2
µ̂αη̂

α)C(b+ µ̂|X) ? |0〉〈0|, (II.a.4)

откуда

δC(b|X) = C(b+ µ̂|X) exp(bαη̂
α +

1

2
µ̂αη̂

α) . (II.a.5)

В результате из (II.a.3) и (II.a.5) получаем следующее действие AdS изометрий на
скалярном поле C(X)

δPαβC(X) =

(
∂2

∂µα∂µβ
+

∂2

∂ηα∂ηβ

)(
C(µ̂|X)e

1
2
µ̂γ η̂γ

)∣∣∣∣µ=0
η=0

, (II.a.6a)

δLαβC(X) =
1

2

(
∂2

∂µα∂ηβ
+

∂2

∂ηα∂µβ

)(
C(µ̂|X)e

1
2
µ̂γ η̂γ

)∣∣∣∣µ=0
η=0

(II.a.6b)

или

δPαβC(X) =
1

2

(
W1α

γW1β
δ + (W−1

2 )α
γ(W−1

2 )β
δ
) ∂2C(µ|X)

∂µγ∂µδ

∣∣∣∣
µ=0

, (II.a.7a)

δLαβC(X) =
1

4

(
W1α

γW1β
δ − (W−1

2 )α
γ(W−1

2 )β
δ
) ∂2C(µ|X)

∂µγ∂µδ

∣∣∣∣
µ=0

. (II.a.7b)

Наконец, используя уравнения движения (2.5.6) для скалярного поля, имеем

dC(X) =
1

4
hαβ

∂2C(µ|X)

∂µα∂µβ

∣∣∣∣
µ=0

, (II.a.8)

что эквивалентно
2hn,αβ∂nC(X) =

∂2C(µ|X)

∂µα∂µβ

∣∣∣∣
µ=0

. (II.a.9)

Используя (2.3.7) и принимая во внимание (2.3.11), подстановкой (II.a.9) в (II.a.7)
получаем действие генераторов AdS изометрий на скалярное поле в следующем виде

δPαβC(X) = (∂mSαγSβ
γ − ∂mSγαS

γ
β)g

mn∂nC(X), (II.a.10a)

δLαβC(X) =
1

2
(∂mSαγSβ

γ + ∂mSγαS
γ
β)g

mn∂nC(X). (II.a.10b)

II.b Звездочные произведения

Здесь собраны некоторые полезные формулы, которые использовались на протяже-
нии второй главы

aαaβ ? f(a, b) = aαaβf(a, b) +
1

2

(
aα

∂

∂bβ
+ aβ

∂

∂bα

)
f(a, b) +

1

4

∂2

∂bα∂bβ
f(a, b),

bαbβ ? f(a, b) = bαbβf(a, b) +
1

2

(
bα

∂

∂aβ
+ bβ

∂

∂aα

)
f(a, b) +

1

4

∂2

∂aα∂aβ
f(a, b), (II.b.1)

aαbβ ? f(a, b) = aαbβf(a, b) +
1

2

(
aα

∂

∂aβ
+ bβ

∂

∂bα

)
f(a, b) +

1

4

∂2

∂aβ∂bα
f(a, b).
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Вычислим производящую функцию (2.7.12). Согласно схеме, описанной в главе 2.5,

|C(b|X)〉 = g−1(a, b|HW1,W2) ? C(b) ? |0〉〈0|
∣∣∣
α=1
β=0

, (II.b.2)

где C(b) определена в (2.7.11). Прямое вычисление довольно громоздкое. Для его
упрощения удобнее избавиться от лоренцевого члена в калибровочной функции g(a, b|HW1,W2).
А именно, с помощью (2.4.7) и (2.4.8) можно переписать (II.b.2) в виде

|C(b|X)〉 = Λ−1(a, b|V ) ? g−1(a, b|HW1V, V
−1W2) ? C(b) ? |0〉〈0|

∣∣∣
α=1
β=0

. (II.b.3)

Выберем матрицу преобразования Лоренца Vγδ так, чтобы HW1V = V −1W2 =
√
S.

Тогда калибровочная функция примет вид

g0(a, b|S) = g(a, b|
√
S,
√
S) =

4

det ||
√
S + 1)||

exp
(
− Παβ(

√
S)(aαaβ + bαbβ)

)
, (II.b.4)

где Sγδ определена в (2.4.14). Таким образом, используя (2.5.12), перепишем произ-
водящую функцию как

|C(bγ|X)〉 = |C0((V
−1
0 )γ

δbδ|X)〉 , (II.b.5)

где V0 — матрица преобразования Лоренца, вычисленная при α = 1, β = 0, имеет
следующий вид

V0 γδ = −

√
(u+ x)(y − v)

2(u+ 1)

(
µ(r) µ(r)x−u−1

y−v

η(r)(u− x) η(r) (u−x)(u+x+1)
y−v

)
, (II.b.6)

а
|C0(b|X)〉 = g−1

0 (a, b|S) ? C(b) ? |0〉〈0|
∣∣∣
α=1
β=0

.

Для звездочного произведения гауссовых экспонент вида

F (b) ? |0〉〈0| =
√

det ||1− f 2||efαβ(aαaβ+bαbβ) ? emγδb
γbδ+nγbγ ? |0〉〈0|, (II.b.7)

используя (2.2.4), после простого гауссового интегрирования получаем

F (b) =

√
det ||1− f 2||

det(A)
exp

([
(f−1 + 2m)

1

f + f−1 + 4m
(f + 2m)−m

]
αβ

bαbβ

+

[
1

f + f−1 + 4m
(f−1 − f)

]
αβ

nαbβ +

[
1

f + f−1 + 4m

]
αβ

nαnβ

)
, (II.b.8)

где
(f−1)α

βfβ
γ = δα

γ
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и
Aαβ = εαβ + fα

γfγβ + 4fα
γmγβ.

Используя (2.7.11), (II.b.4) и (II.b.8), имеем

C0(b|X,α, β) =

(
β

y − v

) 1
2

∞∫
−∞

ds

∫
dw s2P− 1

2w2Q− 1
2 e−

u+x
4(y−v)

s2−β2 u−x
y−v

w2+ β
y−v

sw

× exp

(
Bγδ b

γbδ +
Aγb

γ

(y − v)
√

2(αu− βy + 1)

)
(II.b.9)

с

Aγ =

(
2β(α(y − v) + β(x− u))w + (β + y − v)s

2β(α(x− u) + β(y − v)− 1)w + (u+ x+ α)s

)
и

Bγδ =
β

y − v
mγδ +

y − v + β

2(y − v)(αu− βy + 1)
S(γδ) ,

где скобки означают симметризацию по индексам.
Делая замену переменной интегрирования βw → w (β-зависимый фактор вклю-

чаем в константу интегрирования) и полагая после этого α = 1, β = 0, получаем

C0(b|X) = (y − v)−
1
2

∞∫
−∞

ds

∫
dw s2P− 1

2w2Q− 1
2 e−

u+x
4(y−v)

s2−u−x
y−v

w2+ 1
y−v

sw · eB̂γδ b
γbδ

× exp

(
b1(2w + s)(y − v) + b2(s(u+ x+ 1) + 2w(x− u− 1))

(y − v)
√

2(u+ 1)

)
, (II.b.10)

где

B̂γδ =
1

2

(
y−v
u+1

x
u+1

x
u+1

− y+v
u+1

− 2
y−v

)
.

Производя преобразование Лоренца (II.b.5) и используя БТЗ координаты (2.1.9), в
результате имеем (2.7.12).

Отметим также удобную параметризацию для Sp(2) матрицы Sαβ

Sαβ = cosh(p)εαβ + sinh(p)καβ ,

где καβ = κβα и 1
2
καβκαβ = −1. Легко видеть, что n-ая степень S равна

(Sn)αβ = cosh(np)εαβ + sinh(np)καβ .

Следовательно,
(
√
S)αβ = cosh

(p
2

)
εαβ + sinh

(p
2

)
καβ .

Кроме того, для матрицы Π =
√
S−1√
S+1

имеем

Παβ = tanh
(p

4

)
καβ .
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Приложение III. Спинорные обозначения третьей и

четвертой главы

Заглавные латинские буквыA,B, . . . нумеруют Sp(4) векторные (то есть 4dМайорана-
спинорные) индексы, A,B, . . . = 1, . . . , 4. Индексы i, j, . . . = 1, . . . , 4 являются миро-
выми (база), а a, b, . . . = 1, . . . , 4 – касательными (слой). Заглавные латинские ин-
дексы из середины алфавита I, J, . . . = 1, . . . , 4 используются, чтобы нумеровать
базисные нулевые векторы в разложении интегрирующего потока. Фоновые AdS4

величины третьей главы отличаются от чернодырных отсутствием шляпок.
Четырехмерный анализ существенно упрощается при использовании спинорного

языка. Векторные обозначения переводятся в спинорные и наоборот с помощью σ–
матриц (σ0

αα̇ – единичная матрица, а σ1,2,3
αα̇ – матрицы Паули), которые удовлетворяют

следующим соотношениям
ηab σ

a
αα̇σ

b
ββ̇

= 2εαβ εα̇β̇ , (III.1)

причем индексы α, α̇ = 1, 2 переводятся друг в друга при комплексном сопряжении
α↔ α̇. Для вектора Лоренца Va имеем

Vαα̇ = (σa)αα̇Va , Va =
1

2
(σa)

αα̇Vαα̇ . (III.2)

Спинорные индексы поднимаются и опускаются с помощью sp(2) антисимметричного
тензора εαβ и εα̇β̇

ξα = ξβεβα , ξα = εαβξβ , ξ̄α̇ = ξ̄β̇εβ̇α̇ , ξ̄α̇ = εα̇β̇ ξ̄β̇ , (III.3)

где ε12 = ε12 = 1, εαβ = −εβα, εαβ = −εβα.
Лоренц-неприводимое спинорное представление тензоров Максвелла и Вейля Fab

и Cabcd выглядит, соответственно, следующим образом

Fαα̇ββ̇ = εαβF̄α̇β̇ + εα̇β̇Fαβ , Cαα̇ββ̇γγ̇δδ̇ = εαβεγδC̄α̇β̇γ̇δ̇ + εα̇β̇εγ̇δ̇Cαβγδ , (III.4)

где предполагается симметризация по индексам обозначенным одной буквой. Fαβ,
Cαβγδ и их сопряжения являются полностью симметричными мультиспинорами.

Определим дуальность Ходжа между Pij и ∗Pij следующим образом

∗Pij =

√
−g
2

εijklP
kl, (III.5)

где g – детерминант метрики, а εabcd – символ Леви-Чивита (ε0123 = −ε0123 = 1). В
спинорном виде это эквивалентно соотношению

∗Pαα = −iPαα, ∗P̄α̇α̇ = iP̄α̇α̇ . (III.6)
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Заметим, что Pαα, P̄α̇α̇ отвечают (анти)самодуальным частям P±ij антисимметричного
тензора Pij вида

P±ij =
1

2
(Pij ± i ∗Pij). (III.7)

AdS4 спинорные индексы A,B, . . . объединяют левые и правые индексы спиноров
Вейля A = (α, α̇). Они поднимаются и опускаются sp(4) формой

εAB =

(
εαβ 0

0 εα̇β̇

)
. (III.8)

Приложение IV. Векторный вид развернутых уравне-

ний для AdS4

В векторных обозначениях развернутая AdS4 система имеет вид

DiVj = κij, (IV.1)

Dkκij = λ2(gkjVi − gkiVj). (IV.2)

Введем антисимметричный тензор Fij = F+
ij + F−ij соотношениями

κ+
ij = ρF+

ij , κ−ij = ρ̄F−ij , (IV.3)

где
ρ = −λ2G−3, ρ̄ = −λ2Ḡ−3, (IV.4)

и
F+
ij F

+ij = −G4, F−ij F
−ij = −Ḡ4, (IV.5)

где ± обозначают (анти)самодуальные части соответствующих 2-форм. Легко про-
верить, что Fij удовлетворяет уравнениям Максвелла и тождествам Бианки

DkF
k
i = 0, D[iFjk] = 0. (IV.6)

Тогда систему (IV.1), (IV.2) можно переписать в следующем эквивалентном виде

DiVj = ρF+
ij + ρ̄F−ij , (IV.7)

DkF
+
ij = V pC+

pkij, (IV.8)

DkF
−
ij = V pC−pkij, (IV.9)

где C±ijkl – следующие квадратичные комбинации тензоров F±ij

C+
ijkl = −G−1

(
2F+

ij F
+
kl + F+

ikF
+
jl − F+

il F
+
jk +

G4

4
(gikgjl − gilgjk)

)
, (IV.10)
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C−ijkl = −Ḡ−1

(
2F−ij F

−
kl + F−ikF

−
jl − F−il F

−
jk +

Ḡ4

4
(gikgjl − gilgjk)

)
. (IV.11)

Заметим, что C±ijkl описывают (анти)самодуальные части тензора Вейля черной ды-
ры.

Проекторы Киллинга (3.3.23) в векторной форме имеют вид

Π±ij =
1

2
gij ±G−2F+

ij , (IV.12)

Π̄±ij =
1

2
gij ± Ḡ−2F−ij . (IV.13)

Они обладают следующими свойствами

Π±i
jΠ±jk = Π±ik, Π±i

jΠ∓jk = 0, (IV.14)

Π̄±i
jΠ̄±jk = Π̄±ik, Π̄±i

jΠ̄∓jk = 0. (IV.15)

Взаимно ортогональные нулевые векторы Керра-Шилда (3.3.37)–(3.3.38) – суть про-
екции вектора Киллинга

ki =
1

(V +V −)
V −i , ni =

1

(V +V −)
V +
i , (IV.16)

l+−i =
1

(V +−V −+)
V +−
i , l−+

i =
1

(V +−V −+)
V −+
i , (IV.17)

где (AB) = AiB
i и

V −i = Π−i
jΠ̄−jkV

k, V +
i = Π+

i
jΠ̄+

jkV
k, (IV.18)

V +−
i = Π+

i
jΠ̄−jkV

k V −+
i = Π−i

jΠ̄+
jkV

k. (IV.19)

Заметим также, что
Πi

jΠ̄jk = Π̄i
jΠjk. (IV.20)

Векторы ki, ni, l
+−
i , l−+

i (IV.16), (IV.17) задают четыре геодезические конгруэнции

kjDjki = 0, njDjni = 0, l+−jDjl
+−
i = 0, l−+jDjl

−+
i = 0. (IV.21)

Теперь можно убедится, что совместность системы Киллинга–Максвелла (IV.7)–(IV.8)
требует того, чтобы функция ρ была вида (3.4.2). Соответствующий тензор Римана

Rijkl =λ2(gikgjl − gilgjk) + 2(e2 + g2)(gikTjl + gjlTik − gilTjk − gjkTil)

+ 6(M− 2(e2 + g2)Ḡ)C+
ijkl + 6(M− 2(e2 + g2)G)C−ijkl, (IV.22)

где тензор энергии-импульса Tij имеет следующий простой вид

Tij = 2F+
ikF

−
j
k = 2F−ikF

+
j
k. (IV.23)
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Переписывая (3.3.45) в векторных обозначениях, имеем

Fijk
j = −G

2 + Ḡ2

2
ki, Fijn

j =
G2 + Ḡ2

2
ni, (IV.24)

Fijl
+−j =

G2 − Ḡ2

2
l+−i , Fijl

−+j = −G
2 − Ḡ2

2
l−+
i (IV.25)

и

∗Fijkj =
i(G2 − Ḡ2)

2
ki, ∗Fijnj =

i(G2 − Ḡ2)

2
ni, (IV.26)

∗Fijl+−j = −i(G
2 + Ḡ2)

2
l+−i , ∗Fijl−+j =

i(G2 + Ḡ2)

2
l−+
i . (IV.27)
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